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Julho, 1989 
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O presente trabalho compreende a teoria básica e 
implementação em microcomputador de um programa para análise 
termo-elasto-plástica de estruturas bi-dimensionais e axissi-
métricas, baseado no Método dos Elementos Finitos. 
Apresenta rotinas para cálculo de Fluência, segundo a 
Equação de Norton, e do Fator de Forma entre superficies 
finitas, permitindo o cálculo do fluxo de calor por radiação 
entre superficies próximas, de dimensões finitas, para cada 
elemento da malha. 
Discute-se aspectos relativos à estabilidade do 
algoritmo de integração no regime transiente, para as análises 
térmicas e de fluência, sendo apresentados exemplos para 
verificação do programa, executados em microcomputador PC/XT 
compativel com 640 kb de RAM. 
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EQUIPMENTS IN MICROCOMPUTERS 
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Thesis Supervisor• Nelson F. Favilla Ebecken 
Department • Civil Engineering 
The basic theory and implementation of a thermo-elastic-
-plastic finite element program, for two-dimensional and axis-
simetrical structures, in microcomputers, are presented in 
this work. 
Routines for creep analysis, using Norton's Equation, 
and for Shape Factors calculations between radiation finite 
surfaces are discussed. Using the latter, the program can 
calculate the radiation heat flux for each element in the 
mesh. 
Some aspects about stability of the integration schemes 
for transient creep and thermal analysis are discussed, and 
examples for code verification are also presented, running 
them on a 640 kb PC/XT computer. 
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CAPÍTULO I - INTRODUCÃO 
I.1 - MOTIVAÇÃO 
À medida em que se desenvolvem as necessidades e 
e;;igencias de consumidores e usuar-ios, juntamente com as 
, 
tecnicas de projeto, as maquinas, equipamentos e estruturas 
tendem a trabalhar com coeficientes de segurança cada vez 
menores, para condições de carregamento de complexidade sempre 
crescente. 
No caso de maquinas e equipamentos térmicos, o aumento 
A 
da eficiencia tornou-se uma exigencia da competitividade de 
mercado, estando diretamente ligado à maximização da tempera-
tura de operaçao. A este aumento deve-se o fato de proble-
mas como fluência, fadiga térmica, deformações pl~sticas, 
"ratcheting" e outros mais estarem se tornando mais comuns e 
merecedores de técnicas particulares para an~lise. 
A 
Por outro lado, o crescimento das exigencias de 
fabricação e operaçao, obriga as instalações fabris a 
operarem com solicitações térmicas e mecanicas insuspeitadas 
~ 
quando da ocasiao do projeto original. No caso de projetos 
desenvolvidos para estas novas situações, torna-se necessaria 
a exist;ncia de ferramentas acess:Íveis ao usuario comum, sem a 
necessidade de potentes "hardwares", que certamente limitariam 
ou restringiriam sua divulgaçio e utilização. 
Dentre as tecnicas comercialmente disponiveis, o 
M~todo dos Elementos Finitos constitui-se na mais difundida e 
' poderosa ferramenta de cálculo estrutural. Alem disto, O 
' numero de algoritmos Já desenvolvidos e testados para este 
m~todo torna-o ideal para receber 
para estudo de casos específicos. 
a adição de novas rotinas 
Nestas condiçÕes, desenvolveu-se neste trabalho um 
programa de elementos finitos que pudesse ser utilizado em 
microcomputadores tipo IBM-PC ou compatível. Este programa 
tem como objetivo principal a análise termo-elasto-plástica de 
estruturas bi-dimensionais e axissim~tricas, incluindo análise 
., 
de fluencia e análise t~rmica para regimes permanente e 
transiente. 
A 
Dedicou-se especial atenção ao fenomeno de transfe-
rencia de calor por radiação. Este fato se justifica pela 
dificuldade de se obter um programa disponível comercialmente 
que permita considerar a quantidade de calor recebida, por 
radiação, em regiões especificas de uma dada superfície, a 
partir de uma fonte finita, não pontual, de calor. 
Este desenvolvimento visou atender, principalmente, às 
necessidades de setores industriais como sider~rgico, petro-
quimico, aeronáutico e nuclear. Pretende ter aplicação a nivel 
de projeto, verificação ou correção de problemas, em equi-
~ 
pamentos como vasos de pressao, prensas, estruturas de lingo-
' A -tamento continuo, palhetas de turbinas, camaras de combustao e 
outras mais .. 
• 3 .. 
I.2 - OBJETIVOS 
Os principais objetivos do presente trabalho sao os 
seguintes, 
~ 
i) Discutir conhecimentos em termo-elasticidade, f 1 uenci a e 
transfer;ncia de calor em regime transiente e não-linear, 
que sao areas de grande futuro e potencial; 
ii) Desenvolver uma ferramenta que preencha uma lacuna nas 
areas acima citadas, baseado na experiencia profissional 
a respeito das necessidades mais prementes, principalmen-
te nas trocas de calor por radiação entre superficies de 
dimensões finitas; 
iii) Testar esta ferramenta de forma a torna-la confiável, 
identificando suas potencialidades e limitações; 
iv> Tornar prática a sua utilização, implementando-a em 
11 hardware" popular, de baixo custo de aquisição e sem a 
necessidade de recursos adicionais. 
Em suma, desejou-se desenvolver um trabalho voltado 
para aplicação prática imediata, com um grau de confiabilidade 
Não se buscou 
, 
aceitável para desenvolvimentos deste tipo. 
aplicar os mais modernos m;todos numericos, ou tecnicas de 
, 
solução mais complexas, tais como analise modal de transfe-
rencia de calor, ou esquemas sofisticados para integração ao 
longo do tempo. 
Ao contr~rio~ procL1r ou-se aproveitar rotinas ja 
desenvolvidas e testadas, sempre que poss:Ível utilizando os 
mais simples esquemas de integração que garantissem bons 
.4. 
resultados. Esta regra foi seguida em todas as etapas do 
A 
programa, desde as rotinas de tr-ansfer-encia de calor em regime 
tr-ansiente, a an.-,lise est~tica não 
equaç;õíes de f l uenc ia. 
l inea.- e o c~lculo das 
Da mesma forma, o programa utiliza a formulação puramente 
incremental~ sem recorrer a algoritmos iterativos, e 
empregando elementos lineares triangulares e quadriláteros) 
como ferramenta de discretização. Portanto, o tratamento de 
problemas altamente não-lineares deve ser feito criteriosa-
mente, exigindo do usuário experiência e conhecimento dos 
fenômenos envolvidos. 
O programa utilizado segue os desenvolvimentos propostos 
e apresentados na referência (1], e; comp~tivel com o Fortran 
4.0 da Microsoft, execut~vel no sitema MS-DOS 3.30. 
I. 3- ORGAN I Z AÇAO 
No Capitulo II encontra-se um breve resumo da teoria de 
transferência de calor por condução, convecção e radiação, 
para os casos de regime permanente e tr-ansiente. Foi dada 
ênfase à formulação para 
radiação entre superfícies. 
cálculo do fator de forma para 
No Capitulo III são descritos os principais t~picos 
relacionados .:Í an.-,lise ter-mo-elasto-pl.;stica. Um resumo sobre 
as teorias utilizadas de encr-uamento isotr~pico e cinem.-,tico, 
assim como das equações empregadas na for-mul ação do programa 
é apresentado. 
r . .,_ 
O Capitulo IV trata da fluencia ("creep"} dos materiais. 
Alguns conceitos teóricos relativos a este fenomeno sao comen-
tados, juntamente com as equações constitutivas e o algor:Ítimo 
de solução utilizado. 
O fluxograma do programa e suas potencialidades de 
análise são apresentados e discutidos no Capitulo V. Tamb~m 
são abordados e discutidos os principais recursos, possibili-
dades de utilização e limitações• bem como a estabilidade dos 
algoritmos de integração. 
O Capitulo VI trata de um dos mais importantes aspectos 
relativos a um programa de computador: a validade dos proce-
dimentos implementados. Neste capitulo o programa é confron-
tado com problemas teóricos e experimentais, bem como contra 
exemplos dos programas COSMOS e ADINA. 
Finalmente, no Capitulo VII, procurou-se realizar um 
apanhado geral do que foi realizado ao longo deste trabalho, 
com enfase especial ~s criticas, recomendações de uso e desen-
volvimentos futuros que poderão ser adicionados ao programa. 
.6. 
CAPÍTULO II TRANSFERENCIA DE CALOR 
~ 
II.1 - INTRODUÇAO 
O fenômeno da transferência de calor consiste na 
propagação de energia térmica através de um meio ou entre 
corpos ou meios distintos. Ã ciência que estuda este tipo de 
fenômento também denomina-se Transferência de Calor. 
A energia térmica, normalmente denominada r::~lor., 
consiste em elemento essencial à vida humana. Atualmente, o 
aumento da demanda por este e outros tipos de energia e>:ige o 
uso de máquinas e equipamentos cada vez mais eficientes e 
competitivos comercialmente, obrigando os projetistas ao uso 
de margens de segurança menores, obtidas com o emprego de 
tecnologias comple>:as e sofisticadas. 
Considerando as leis da Termodinâmica [2J, tem-se que o 
aumento da eficiência térmica está ligada ao aumento da 
temperatura de operação. Desta forma, é necessário que se 
tenha o má>:imo de controle sobre o projeto e dimensionamento 
do processo térmico, de forma a dimiuir as perdas. Há ainda a 
necessidade de levar em conta os efeitos mecânicos deste 
aumento de temperatura, em termos dos esforços térmicos gera-
dos e alteração do comportamento dos materiais dos quais é 
constituida a estrutura onde o processo se desenvolve. Estes 
efeitos mecânicos são apresentados e discutidos nos capitulos 
III e IV. 
.7. 
Do ponto de vista térmico, além do controle do processo 
de transferência de calor, há o objetivo de determinar a 
distribuição de temperatura no corpo em estudo, que é 
necessário ao projeto mecânico. O objetivo deste capitulo é 
relacionar as condições térmicas que cercam um corpo à 
distribuição de temperatura resultante em seu interior., 
definindo os processos e técnicas envolvidas nesta 
deter mi nação. 
A transferência de calor pode ocorrer por três 
processos• condução, convecção e radiação. Os dois primeiros 
serão analisados apenas quanto aos aspectos básicos, uma vez 
que a literatura disponivel é bastante abrangente e conhecida 
(1 a 12]. Será dada ênfase à troca de calor por radiação, de 
forma a possibilitar a compreensão da metodologia de cálculo 
do fator de forma apresentada. 
II.2 - TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUÇAO. 
A transferência de calor por condução consiste no 
processo em que há predominância da propagação de energia 
térmica por contato direto entre as moléculas de um mesmo 
corpo ou na fronteira entre corpos vizinhos em contato. 
e importante ressaltar que a energia é conduzida de 
molécula para molécula, sendo desprezivel a energia conduzida 
por moléculas em movimento de uma região para outra. e um 
processo característico de meios sólidos, continuos, em que 
.8. 
não existem vazios, onde há grande dificuldade de haver 
movimentos de moléculas entre regi~es. Por ser caracteristico 
de meios sólidos, que é o estado fisico em que os materiais 
normalmente são empregados, é o processo de maior interesse em 
engenharia. 
A condução de calor ocorre no interior de um corpo, ou 
entre corpos vizinhos, sempre que houver gradiente de tempera-
tura. Conforme axioma termodinâmico, o calor sempre flui no 
sentido da maior para a menor temperatura, na ausência de 
outros efeitos. 
A quantidade de calor que se propaga entre dois pontos é 
função da área de seção transversal ao segmento de reta que 
os une, do gradiente de temperatura e das propriedades do 
material, ou materiais, entre os pontos considerados. Esta 
quantidade de calor é calculada através de uma grandeza 
denominada fluxo de calor. 
Define-se fluxo de calor (q) como sendo a quantidade de 
calor transferido por unidade de área transversal, por unidade 
de tempo. A equação que relaciona o fluxo de calor com as 
grandezas anteriormente citadas é denominada "Lei de Fourier 
para Condução de Calor". Ela estabelece que , 
q = -k D T<!:,t) (11.1) 
Onde, 
I< = condutividade térmica do material 
.9. 
r = vetor posição 
t = tempo 
T = temperatura 
D = gradiente 
O vetor fluxo de calor (q) pode ser decomposto em suas 
componentes cartesianas (X~,X2,X3) através de 
(!J.2) 
Cada componente pode ser escrita utilizando (II.1) como: 
qi = -ki a ><; ., i.=1 .,2,3 <II.3) 
onde ki= condutibi 1 idade térmica na direção 
derada. 
A • 
II.4 - TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECÇAO 
consí-
O processo de convecção está associado a dois mecanismos 
fisicos de transporte de energia: além de transferéncia de 
molécula para molécula, há transferéncia de calor devido ao 
escoamento ou movimento de moléculas cruzando regiões. Ocorre, 
portanto, além do simples fluxo de energia, fluxo de matéria 
transportando energia. Na convecção, o último mecanismo é o 
predominante. 
• 10. 
Desta forma. para que haja convecção é necessário que o 
meio permita o movimento de moléculas. Isto implica que ela só 
ocorre de forma significativa em meios líquidos ou gasosos. 
sendo mais forte nestes óltimos. Por esta característica, o 
interesse da engenharia neste processo normalmente limita-se a 
interação deste com os meios sólidos. 
Como nos demais processos de transferência de calor. o 
f 1 u>: o por convecção é i nf 1 uenci ado pela diferença de 
temperatura entre os pontos em análise. Matematicamente. este 
flu>:o é expresso pela "Lei de Newton da Convecção"• que 
estabelece: 
q = h !Ta - Ti:,) (II. 4) 
ande: 
h = coeficiente de transferência de calor por convecção 
Ta.Tb = temperatura nos pontos a e b. 
que trocam calor por cGn•,scção •• 
respectivamente. 
A convecção pode ser de dois tipos: natural ou forçada. 
Denomina-se convecção natural àquela em que o flu>:o de matéria 
transportando energia é devido apenas ao 
temperatura no fluido. 
gradiente de 
A convecção forçada caracteriza-se pelo fato que o fluido 
está em movimento causado por outros agentes além do gradiente 
de temperatura. Maiores informações sobre os dois tipos de 
convecção podem ser encontrados nas referências [3 e 4]. 
.11. 
Embora haja esta distinção entre os dois tipos, a 
equação <II.4} se aplica a ambos. A diferença é representada 
pelo valor do coeficiente "h" a ser utilizado, que é maior no 
caso da convecção forçada. 
11.4 - TRANSFERENCIA DE CALOR POR RADIAÇAO 
A troca de calor por radiação consiste no transporte de 
energia por meio de ondas eletromagnéticas e/ou particulas 
atómicas, emitidas pelos átomos do material. 
e um processo de transferência de energia entre 
superfícies, uma vez que a energia liberada pelos átomos no 
interior do volume é absorvida, na maioria dos materiais, por 
outros átomos vizinhos; constituem uma e,,cessão o vidro, 
certos materiais semi-transparentes e os gases. 
e o único processo que não necessita de meio material 
para realizar-se, não havendo contato físico entre as 
superfícies que trocam calor. um processo físico 
extremamente importante e consideravelmente mais complexo que 
os demais. 
Basicamente, há dois fatores complicadores no processo 
de troca por radiação: 
i} A radiação térmica é emitida em diferentes comprimentos 
de onda (ou freqüência}, formando um espectro de radiação. 
.. 12 .. 
Este espectro é modificado pela temperatura da superficie, 
assim como as propriedades relativas à absorção e emissão 
variam ao longo do espectro. 
ii} A radiação é emitida em todas as direções, porém a posi-
ção e orientação relativa entre as superficies que trocam 
calor influi na quantidade de calor transferida. Portanto, 
há um aspecto geométrico e direcional 
considerado no cálculo do fluxo de calor. 
que deve ser 
II.4.1 - Lei de Stefan-Boltzman 
Não é objetivo deste trabalho discorrer sobre o 
desenvolvimento do conhecimento a respeito da distribuição 
espectral de intensidade de radiação. Entretanto, uma vez que 
é necessário abordar a natureza espectral da radiação, alguns 
conceitos básico são discutidos no Apêndice A; informações 
adicionais poderão ser adquiridos nas referências [3 a bJ. 
Conforme pode ser visto neste Apêndice, a energia emitida 
(Eb} por um emissor perfeito (negro), ao longo de todo o 
espectro, por unidade de tempo, por unidade de área, é calcu-
lada em função da temperatura da superficie (em Kelvin) por: 
Eb = o T4 <II. 5) 
A equação (ll.5} é conhecida como lei de Stefan-Boltzman 
para radiação; a constante o é conhecida como constante de 
• 13 .. 
Stefan-Boltzman e seu valor numérico é de> 
-e 
rY = 5,670 X 10 W/m2 .k 
A utilização da equação (II.5} para superfícies reais é 
possível utilizando-se a emissividade do material (&(T)). Des-
ta forma tem-se> 
E= &!T) a T 
.. 
(l I. 6) 
Nos casos usuais de transferência de calor• uma 
superfície emissora também é receptora da energia emitida por 
outras superfícies que a cercam. O processo de troca é regido 
pela equação: 
onde 
E = .., <T l "" < T" • 
T" ) 
00 
T = temperatu,-a da superflcie emissora 
1 
T = temperatura do meio 
"' 
' II.4.2 - Calculo do Fator de Forma 
(l I. 7) 
Uma vez equacionado o problema relativo aos comprimentos 
de onda da radiação emitida, é necessário considerar os 
aspectos geométricos da troca de calor entre superfícies 
finitas. Observando-se a figura II.1, nota-se que o mesmo 
corpo (2), de área A2, receberá uma quantidade diferente de 
radiação, para as situações (a), (b) e (c) 
• 14 • 
.,. 
cl 
(a) ( b l ( e 1 
FIG.11.1- EXEMPLO DE ORIENTAÇÃO ENTRE PLACAS: a) PARALELAS I b) INCLINADAS l 
e) PERPENDICULARES 
Nesta figura torna-se evidente a importância da posição 
relativa entre as superfícies. Para considerar este aspecto 
introduz-se o conceito de fator de forma, que é parâmetro que 
indica o quanto da radiação emitida pela superfície 1 atinge a 






E = energia emitida por 1 que atinge 2 
12 
(II. 8} 
E = energia total emitida em 1, em todas as direções 
1 
F1z = fator de forma entra as superfícies 1 e 2 
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Substituindo-se <II.7) em (II.8) obtem-se: 
E12 = F.t2 e.t(T) a <T' T 4 ) 
• 2 
(II. 9) 
E21 = F21 .e:2(T) a (T4 T 4 ) 
.. 2 
A determinação dos fatores de forma depende e,:clusi-
vamente das caracteristicas geométricas e da posição relativa 
entre as superficies. Conforme pode ser visto no Apêndice A, a 
e>:pressão que permite o cálculo do fator de forma é dada por: 
1 
F = ij -·p;: 
J 
cos O'i cos O'j 
rr R2 
dA. dA. <II. 10) 
' J 
Onde os termos O'i, aj, R, A, e A j encontram-se indicados 
na figura A.1. 
A equação (II. 10) é calculada integrando-se os cossenos 
e o segmento R ao longo das superficies. No caso de geometrias 
simples, é possível calcular a integral e>:ata destas equações, 
que pode ser encontrada nas referências [3, 4, 5 e 7] para 
estes casos; no caso de geometrias mais comple,:as, é possível 
calcular F apenas através de métodos numéricos. 
i j 
Neste último caso, o método dos elementos finitos é 
bastante conveniente, uma vez que permite a divisão da 
estrutura em pequenos elementos. Desta forma, como uma 




CDS fY. COS CI. 
' J <II.11) 
Onde m e n representam o número de elementos nas 
s1.1perfícies 1 e respectivamente. 
Alg1.1ns programas comercialmente disponíveis utilizam 
<II.11) para cálc1.1lo do fator de forma, como o programa 
TRASYS, da Martin Marietta Corporation [10]. Entretanto, para 
manter 1.1m erro aceitável (~ 10%), este programa s1.1bdivide as 
s1.1perficies em elementos tais que a razão A/R 2 seja menor ou 
igual a 0.05 (superfícies paralelas).lsto implica em um número 
bastante elevado de elementos, na maioria dos casos, resultan-
do em grande esforço e custo computacional, alÉ>ffi da utilização 
de espaço significativo na memória. 
Tendo em vista que o objetivo deste trabalho é 
desenvolver um programa para computadores de pequeno porte, 
optou-se por um algoritmo mais eficiente, com menor custo 
comp1.1tacional. Neste caso, a equação (11.10) é aproximada por: 
F12 = E E Â F A -A 
j k j k 
(II.12} 
onde: 
A. = área do j-ésimo elemento da superfície 1 
J 
Ak = área do k-ésimo elemento da superfície 2 
Â FA = M Nz dFdA-A -A 




dA = fonte pontual de energia 
A = área receptora de calor 
2 
H = fator que leva em consideração as dimensões não 




N2 = fator que leva em consideração 
entre dA e A2 
tang Ct 
N 
A (cos = cos Ct Ct CDS • sen Ct • 2 
dFdA-A = Fator de forma diferencial 
2 
o não paralelismo 
Ct + CDS Ct ) 
2 B 
é;2cos a 
dFdA-A = 2 [B * ( B + C) + º* (D+ C )] 
2 n 
1 




= 1 I j R2+62I o 
j 2 2 = 1 I R +c,,6 -P o 




R = X - XdA = Vetor posição de A relativo a dA 
-o -2 2 
cos (Y = 
2 
P = 2 R 6 sen O' 
o 2 
ct = 0.2953 
X ,XdA = Vetores posição das áreas A e dA, em relação a 
""2 - 2 
um sistema de coordenadas. 
-1 
cos o= ndA.R .R 
1 ... o "'º 
= "/ J x 2 +z 21 CDS a, e, 
zl J 2 zi CDS ºb = X +z 
onde 
" = 6 CDS O' <D+Bl 2 
z = B (R + 6 sen o ) - D <R - 6 sen O' ) o 2 o 
A figura (II.2} 
formulação acima. 
ilustra os parâmetros empregados na 
Este algoritmo, que será denominado FATFOR, permite 
ainda que sejam calculados os efeitos da introdução de uma ou 
mais superfícies entre as superfícies em análise. Ou seja, é 
possivel prever o efeito de sombra ocasionado por superficies 
intermediárias. Maiores detalhes sobre este tipo de cálculo 
encontram-se no apêndice B. 
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Os resultados obtidos com o FATFOR, para os tipos mais 
comuns de geometrias, encontram-se no apêndice C. Nota-se que 
o erro médios obtido para o tipo de configuração é função do 
número de subdivisões das áreas. Deve-se destacar que com um 
reduzido número de elementos consegue-se bons resultados. 
1'18. 11.2 
II.5 - EQUAÇÃO DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR 
A grande maioria dos problemas de transferéncia de 
calor de interesse prático em engenharia consiste na 
determinação do campo de temperatura no interior de meios 
estruturais, sólidos, onde o processo predominante é o de 
condução. Neste enfoque, o inte:-i;,sse nos processos de 
convecção e radiação limita-se à fronteira com o meio externo, 
caracterizando-se como forma de interação do corpo com meios 
.20. 
líquidos ou gasosos ou com superficies que o aquecem por 
radiação, como é o caso de estruturas aero-espaciais, fornos 
ou prensas e laminadores. 
Na determinação da distribuição da temperatura, ou de 
qualque outra grandeza física, torna-se necessário estabelecer 
uma relação entre a grande:za, as propriedades e 
cararacteristicas do meio em análise e as condições de 
contorno que o cercam. Ao longo de todo este trabalho será 
assumido que o material estrutural caracteriza um meio 
continuo, o que significa que ele não possui defeitos ou 
vazios. 
Uma caracteristica intrínseca aos meios contínuos é que 
todas as quantidades fisicas, inclusive 
obedecem a uma única função continua [ 1, 9]. 
a temperatura, 
Isto significa 
que, em um corpo sólido, com ou sem geração interna de calor, 
e submetido a condições térmicas de contorno, um dado ponto em 
seu interior apresentará um valor único de temperatura, em um 
dado instante de tempo. 
Para determinar esta função única, ou campo de 
temperatura, é necessário solucionar a equação de condução de 
calor [1,3,4,9). Esta equação, obtida através de um balanço de 









p = massa especifica do meio 
C = calor especifico do meio 
k = condutibilidade térmica 
T<:.,t) = temperatura no ponto, no instante de tempo t 
r= vetor posição 
Q = operador gradiente 
q <r,t) = quantidade de calor gerado no interior do volume 
V -
ll.5.1 - CondiçÕes de Contorno g Iniciais 
A solução da equação (11.13) obriga à determinação de 
algumas constantes, em função das condiç5es iniciais e de 
contorno. Estas condiç5es caracterizam o fenómeno fisico 
representado pela e>:pressão matemática, constituindo-se em 
elementos fundamentais na formulação do problema. 
CondiçÕes Iniçiais 
No caso de problemas em regime permantente de 
transferência de calor, a variável tempo é eliminada em 
(11.13}, que se torna: 
Dt [ k D T<r> J + Q (r) = O !II. 14) 
V 
Neste caso, a distribuição de temperatura é constante ao 
longo do tempo, uma vez que a solução não depende desta 




Para problemas transientes, torna-se necessário especi-
ficar a distribuição da temperatura antes que o processo de 
transferência de calor tenha inicio. Esta determinação das 
condições iniciais de temperatura, é necessária devido a: 
i) do ponto de vista matemático, para caracterizar a solução 
parcial para a variável t, através da técnica de separação 
de variáveis, 
ii) do ponto de vista físico, para caracterizar a distribui-
ção de temperatura inicial, que influenciará na distribui-
ção ao longo do tempo. 
Matematicamente, as condições iniciais de temperatura 
são da forma: 
T<r,tl lt=O = T (r) o 
CondiçÕes de Contorno 
<II.15) 
As condições de contorno prescritas são necessárias 
tanto para regime permanente como transiente. Quatro tipos de 
condições de contorno podem ser encontradas: 
i) Temperatura prescrita 
~ comum encontrar-se casos reais onde a temperatura da 
superfície do corpo é prescrita, em um ou mais pontos. Tendo 
em vista que a temperatura superficial pode ser fácil e 
precisamente medida através de termopares, termo-resistores ou 
mesmo instrumentos óticos, este tipo de condição é bastante 
conveniente do ponto de vista prático. 






ii} Flu>:o de calor prescrito 
<II.16) 
Em algumas situaç5es ocorre da superfície do corpo estar 
sujeita a fontes de calor, caracterizando uma situação de 
fluxo prescrito de calor na fronteira. Constituem e,:emplos 
comuns deste caso os processos de soldagem usuais e o 
aquecimento por fontes de radiação 
superfície terrestre. 
solar atingindo a 
A expressão matemática para esta situação é obtida 
aplicando-se a lei de Fourier definida em <II.1}, na forma~ 
8n r"'r 
L s 
= q (r • t > 
" -" 01.17) 
onde " 8n = derivação em relação à normal à superfície. 
L 
iii} Fluxo de calor por convecçao 
A maioria das situaç5es envolve trocas de calor por 
convecção no contorno, quer seja com a atmosfera, água do mar, 
ou outros tipos de fluidos. Uma vez que os mecanismos de troca 
de calor por condução e convecção são diferentes, torna-se ne-
cessária uma composição entre os dois processos. 
.. 24 .. 
O fluxo de calor (q ) na fronteira pode ser e,:presso no 
s 
meio sólido segundo a Lei de Fourier como• 
<II. 18) 
Uma vez que a fronteira pode ser tornada tão delgada 
quanto se deseje, assume-se que não há armazenamento de calor 
neste local. Portanto, o mesmo fluxo de calor (q > é e,:presso 
s 
no meio fluido através da lei de Newton como sendo• 
= h [ T (r ,t) - Too J 
-s 
<II.19) 
onde Too= temperatura do meio fluido 
Igualando-se !II.18) e (II.19) obtem-se a expressão que 
caracteriza o fluxo de calor por convecção no contorno• 
= 
iv) Fluxo de calor por radiação 
h 
-k- Too 
A equação que governa a troca de calor por radiação é 
dada por• 
.. .. 
qs = F12 e<T> a (T (r ,t> - Too) 
-s 
<I I.20) 
Uma vez que esta expressão envolve temperaturas elevadas 
à potência, haveria complicações sérias se a 
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introduzíssemos, desta forma, na equação (II.13). Entretanto, 
esta equação pode ser convenientemente expressa na forma: 
qs = F12 hr (T (r ,t) - too) 
.. s 
(II.21> 
onde hr(T) = e(Tl T (T 2 (r ,t) + T&) ( I I.22> 
.. s 
A forma da equação <II.21) permite que esta seja tratada 
da mesma maneira que CII.19) no item anterior, resultando em 
e>:pressão análoga a (II.20). 
II.6 - FORMULAÇÃO DO MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA CONDUÇÃO 
O método de elementos finitos é completamente geral com 
respeito à geometria e às propriedades do material. A técnica 
de discretização do método é empregada para reduzir a solução 
contínua espacial da equação (II.13) a um número finito de 
incógnitas. As condições iniciais e de contorno podem ser 
especificadas em qualquer ponto do domínio. 
A formulação integral do problema de condução de calor a 
partir da equação (II.13) pode ser deduzida através de dois 
métodos: Método dos Resíduos Ponderados de Galerkin e um 
Princípio Variacional. Neste trabalho será apresentado, de 
maneira resumida, a obtenção através do processo variacional, 
utilizando o método de Rayleigh-Ritz. Informações adicionais 
sobre este desenvolvimento ou sobre o dos Resíduos Ponderados 
podem ser obtidas nas referências [9,11 a 14). 
.26. 






O funcional que representa este problema é o seguinte 
(1,9,14,15): 
onde 
F(T) = 1 
2 
2p C ToTJ <;.,t> dv + f [q n TJ <;.,t> ds 
s s 
v = volume do meio continuo 
s = contorno 
1: = matriz de condutividade térmica -l 
D T - 2q T 
V 
n = cosseno diretor da normal à superficie S 
O funcional <II.23) é do tipo 
F<T) = f I (T, Tr,r) dv + f I <T,;.> ds 
<II.23) 
A 1e variação deste tipo de funcional é dada por [13): 
6F d dr 
J ~ 6T dt = O s 8T 
.. 27. 
[ =~'.. ] ] 6T dv + 8I 6Tls+ 8Tr 
(II.24) 
Substituindo-se os termo de <II.23} em <II.24) obtem-se: 
K D T + J q n 6T ds , .. e s s (II. 25) 
Aplica-se então o teorema de Green na última parcela 
desta equação, de forma a transformar uma integral de 
superfície em integral no volume. A equação <II.25} torna-se: 
6F = fvt p C T - qv - p C To - D' <~l D T) J 6Tdv + 
(K D T + q J6T = O Nl s 
Tem-se então as seguintes equações: 
pC < T - T) D' ( K D T) = O o ... e .... 
Usando o fato que, 
t 





<I I .29) 
• 28. 
Derivando <II.29} em relação a .,- e substituindo em 
( I 1.27} tem-se: 
p C T o' ( K D T ) = OI. 30) 
••o ... 
K D T + q = (l (11.28} .. ., .. s 
.. 30 .. 
A equação (11.30} corresponde à (11.13}, caracterizando, 
portanto, o fenómeno da transferência transiente, enquanto que 
(11.28) representa as condições de contorno do problema. 
A obtenção da solução aproximada pelo MEF é realizada 
introduzindo funções de interpolação que permitam calcular a 
temperatura em qualquer ponto no interior do elemento em 
função das temperaturas nodais: 
T <:.,t> = N <r> T lt) 
"n 
onde N (r) = vetor das funções de interpolação 
T (rl = vetor das temperaturas nodais 
n 
Substituindo (11.31) em <II.23) tem-se: 
F (T} = J 
V 
1 + [ --- pC 
2 





N T ] 
... rr -o 
dV + 





(II. 31 l 
(IJ.32) 
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e = ••e fv pC Nt N dV (l I. 33a) 
K = fv <D N) l K <D N> dV <II.33h> ··o -e 
Q = fv qv Nt dV fs q" n Nt dS <II. 33c) .... .. 
Substituindo as eq. (11.33) no funcional definido em 
(Il.32) e calculando-se a primeira diferenciação deste tem-se, 
+ K T = Q <II.34l 
'"e ""n -e 
Adicionando-se as condições de contorno por convecção e 
radiação ao problema, torna-se necessário introduzir no 
contorno as seguintes expressões, 
Convecção, fs [h ( 1 T T ) T] <:.. t) dS <II.35) -
2 00 
Radiação, fs [F h 1 T T ) T] <:.. t} dS <II. 36) ( ___ -r 2 r 
As matrizes definidas em (II.33} tornam-se, 
e = não se altera ••e 
K = fv <D N> t t-' (0 N> dV + fs h Nt N dS + fs F h Nt N dS ' -.. e r -
Q = fv qv Nt dV - fs qs n Nt dS + f .. Nl h T dS + e 00 
h F T dS <II. 37) 
r r 
• 30. 
Portanto, o sistema de equações diferencias de condução 
de calor, obtido a partir da formulação de elementos finitos é 
representado por: 
C T + K T = Q OI. 38} 
••& , .. n "'9 '"Tl .. ., 
A estrutura completa é analisada através da montagem das 
matrizes globais, resultante da contribuição de cada elemento. 
Nesta montagem utiliza-se a matriz de montagem de Boole [9), 
11 a 11 que define a relação entre os nn 11 graus de liber-




O problema da condução é regido pela equação: 
C T + K T = Q (11.40) 
onde as matrizes globais são definidas por: 
e l t e = a a -e .. 
e 
K l t K (II.41) = a a -e .. e 
Q = l a Q .. -e e 
.31. 
CAPÍTULO III ANÁLISE TERMO-ELASTO-PLASTICA 
III.1 - INTRODUÇÃO 
O objetivo básico da maioria das análises em engenharia 
é determinar o nivel de solicitação a que um componente está 
sujeito. Muitas vezes, a complexidade dos carregamentos, da 
geometria da peça ou mesmo o comportamento do material face as 
condições de trabalho tornam esta análise impossivel de ser 
realizada pelos métodos clássicos, sendo necessá1-io cmp~1=o')ar 
outros procedi mentas de cálculo. 
O método de Elementos Finitos é, atualmente, a mais 
poderosa ferramenta de análise de tensões. Permite considerar, 
com precis~o, os mais variados tipos de carregamento, 
condições de apoio, geometria do corpo e comportamento do 
material. 
Ao longo deste capitulo serão apresentados alguns 
aspectos da análise termo-elasto-plástica, com não linearidade 
do material face à taxa de deformação e à variação de tempera-
tura. A abordagem das teorias envolvidas limitou-se àquelas 
que foram empregadas no programa objeto deste trabalho. 
III.2 - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
O modelo matemático desenvolvido neste capitulo 
.32 .. 
baseia-se nas seguintes hipóteses: 
i) O material é considerado continuo. Os efeitos gerados 
por vazios ou defeitos não serão considerados. 
ii) O material é isotrópico, ou seja, apresenta as 
mesmas propriedades em todas as direções. 
iii) O material e>:ibe as mesmas propriedades tracionado 
ou comprimido. 
iv) O material se comporta segundo a teoria de Von 
Mises. 
111.3- MODELO MATEMÁTICO 
O comportamento de um corpo sólido, em equilíbrio, 
submetido a um carregamento e>:terno pode ser previsto através 
das seguintes equações: 
a) Determinação dos Deslocamentos 
K [A U J = F <111.1) 
onde: 
K = matriz de rigidez da estrutura 
F = matriz que representa os carregamentos 





b) Determinaçao das deformaç!:::1fili 
onde 





i,j j,i . 
t.=1.2,3 
ou IS= B .t.U 
<III.2a) 
<III.2b) 
u .. = 
t,J 
= derivada parcial do deslocamento na di-
reção i em relação à coordenada na dire-
ção j 
B = matriz que contem os operadores diferenciais 
- ~ -c) Determinaçao das tensoes Eguaç!;!Q_ Constitutiva 
<III.3) 
onde: 
a= matriz das tensões 
C = matriz que representa as relações tensão deformação. 
Os valores de tensão e deformação calculados a partir 
das equações (II.2) e (II.3) devem. para validar o modelo• 
obedecer às seguintes equações: 
~ 
i) EguaçsQ_ de Compatibilidade: 
2 iJ2 IS. iJ2 IS. iJ IS. 
' + J t j 2 !III.4> 
'"'2 2 .,.,, . &: . ih:. 
J t t J 
... 34. 
iil Equação de Eguilibrio 
a ... +b--C> 
\.J .. t. i 
(III. 5) 
onde: 
ª··· = derivada da tensão em relação \.J,t. à coordenada na 
direção i 
b.= força de corpo na direção i 
' 
A correspondência entre tensão-deformação. representada 
na equação (II.3} • obtida para um ensaio de tração uni-a>:ial 
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FIG. 111.1- CURVAS TÍPICAS DE TENSÃO-DEFORMAÇÃO PARA UM MATE:RIAL DUTII 
Nesta figura. a curva cheia (S vs C) representa o 
gráfico obtido diretamente da máquina de ensaio• onde a tensão 
.. 35 .. 
(S) é calculada sem considerar-se a redução de seção no corpo 
de prova. A tensão (q) obtida através da curva tracejada (q vs 
.s;) leva em consideração esta redução e representa a tensão 
real que atua no corpo de prova. 
III.4 - REGIME ELÁSTICO 
Conforme pode ser observado na figura III.1, o trecho 
até o ponto A caracteriza uma relação perfeitamente linear 
entre tensão e deformação. Quando o corpo é deformado dentro 
deste limite~ uma vez retirado o carregamento~ ocorre o retor-
no às suas dimensões originais .. 
Este comportamento caracteriza o regime elástico do 
material, que pode ser linear ou não linear. 
III.4.1 - Regime Linear 
Neste regime, as matrizes!;; e Ç, nas equações (III.1) e 
<III.3) são constantes. A matriz i:: depende das propriedades do 
material e das características geométricas do corpo em estudo. 
A relação entre tensão e deformação, representada pela matriz 
Ç, é denominada neste caso, lei de Hooke e pode ser escrita 
por: 
& <III.6a) 
ou, em notação indiciai: 
.36. 
E [ ,, Ô, ] <III.6> CI, = e. + "'1:1: 1.,j (1 + v) i.j ( 1 2v) i.j 
onde 
e = matriz constitutiva elástica -., 
E = módulo de Young ou de Elasticidade longitudinal 
V = coeficiente de Poisson 
{=1 para i = j ô_ ~ delta de Kronecker =O i j t.,j para ... 
Ao longo deste trabalho, a matriz C para regime elástico 
será chamada de e. 
-e 
III.4.2 - Regime Não-Linear 
O comportamento não-linear elástico de um corpo pode ser 
causado por variações de suas propriedades mecânicas ou por 
deformações e>:cessivas, caracterizando uma não-linearidade 
geométrica. De uma maneira simplificada, as seguintes 
considerações podem ser feitas: 
i) Não-linearidade do material 
Este tipo de não-linearidade advém do fato que as 
propriedade mecânicas do material variam com a temperatura (T> 
e a ta>:a de deformação (i). A relação entre o e !• embora 
não-linear no sentido global, pode ser obtida com boa 
apro>:imação se considerarmos que, para pequenos incrementes de 




O valor deste incremento de deformação é calculado como 
Ó& = e-• ÓO' .. " -" 
oc-• 
Ó& " = O' 
••&,T iH 














a variação das 
propriedades do material em função da 
temperatura (III. 7.b) 
ó~<=> incremento devido a variaç~o das 
propriedades do material em função d 
taxa de deformação <III.7.c 
Ó& =ah T <=> incremento devido à dilatação térmica 
-T 
<III. 7. 
a= matriz de condutividade térmica. 
Do ponto de vista funcional, a equação (III.7) pode ser 
escrita por: 
(III. 8} 
Aplicando a regra da cadeia a <III.8) e substituindo as 
• 38. 
equações (III.7), obtem-se a equação constitutiva para sólidos 
elásticos com não-linearidade de material, que é e>:pressa por: 
=--• 'T ºi UL,, \ ,&. 
-e 
ii) Não-linearidade geom~trica 
óT + 
(!II.9) 
Para alguns materiais, sujeitos a grandes deformações, é 
necessário considerar as componentes rotacionais no cálculo 
das deformações. A equação (III.2.a) torna-se então: 
e_ . = _21 (-""~'--
t..,J a:x. 
J 
+ au_ J ~J + .,,,, 
i ~ ( J (III. 1(1) 
No presente trabalho os efeitos devidos à não-lineari-
dade geométrica não são considerados. 
III.5 - REGIME PLÁSTICO 
O comportamento plástico de um material caracteriza-se 
por uma deformação residual permanente, após retirado o 
carregamento. O limite entre os regimes plástico e elástico é 
dado pela tensão de escoamento que, por convenção, é a tensão 
gerada no ensaio de tração uniaxial que resulta em deformação 
r esi dual de O. 27.; na figura III.1 esta tensão é representada 
• 39. 
no ponto c. 
No caso de estado multi-a>:ial de tensões é necessário 
definir um critério que permita relacionar o campo de tensões 
ao obtido no ensaio uni-axial. Há vários critérios propostos 
para este fim, conforme pode ser visto nas referências [16,18), 
como o da má>:ima tensão principal (Critério de Ranl<ine), o 
da má>: ima tensão ci salhante (Critério de Tresca) , da energia 
de distorção (Critério de Von Mises - Huber - Hencl<y) e outros 
mais .. 
O Critério de Von Mises é o que melhor representa o 
comportamento de materiais dúteis. Este será o critério 
utili2ado no desenvolvimento deste trabalho. 
III.5.1- Crit~rio de Von Mises 
onde: 
A expressão matemática é dada por: 





o = tensão de escoamento obtida no ensaio de tração 
y 
o = tensão de escoamento para cisalhamento puro 
a 
o = tensão equivalente do estado multi-a>: i al, dada por: 
eq 
1 
O' = ( (o-o ) 2 + (o o ) 2 + <o ) 2 1/2 O' l 
eq ..fj_ • 2 • 3 2 3 
<III.12) 
onde o ,o .o = tensões principais 
• 2 " 
.40. 






(a -a ) 2 + 
XX yy 
(a -a ) 2 + 
yy zz 
(a -a ) 2 + 
6 ( 0 2 +a2 +a2 ) ] 1/2 
xy yz xz 
XX ZZ 
De forma semelhante à tensão equivalente, define-se a 
deformação equivalente (e ) , dada por: 
eq 
[
(e-e ) 2 + Ce -e ) 2 + (e -e ) 2 
1 2 2 3 i 3 
onde e ,e ,e = deformações principais 
1 Z 3 
III.5.2 - Aproximação da Curva Tensão-Deformação 
]1/2 
CIII.13) 
A figura IIII.2) representa as curvas tensão-deformação 
para os estados uni e multi-axial de tensão. 
il Estado Uni-axial 
Durante a fase elástica, a rigidez do material é 
constante, sendo representada pelo módulo de elasticidade 
longitudinal E (fig III.2(a}). Quando o material ultrapassa 
este limite, esta propriedade apresenta uma variação, 
caracterizada por uma mudança na inclinação da curva (a>: e). 
Para representar este comportamento utiliza-se equações 
.41. 
como a de Ramberg-Osgood ou de Richard e Blacklock. Neste 
trabalho será utilizado a expressão proposta por Hsu e 
Bertels [lJ, que estabelece que: 
onde: 
O' = E e iIIL 14> 
E= módulo de elasticidade no comportamento elástico 
E = 
p 
módulo de elasticidade 
perfeitamente plástico. 
no comportamento 
O'= tensão na interseção entre as tangentes às curvas 
k 
elástica e plástica 
n = expoente de tensão~ ln 2 
Veq 
(Cl) (bl 
FIG.111.2- CURVA 'fx8: a) ESTADO UNI-AXIAL; b)ESTADO MULTI-AXIAL 
.. 42 .. 
ii) Estado Multi-axial 
Para considerar os efeitos de carregamento multi-axiais 
(Fig. III.2 (b)), é necessário modificar as propriedade do 
material <E,Ep} obtidas no ensaio uni-a,:ial. Esta modificação 
é dada (1] por: 
E= 3 E/ [2 ll+v) J = 3 G 





Substituindo E e E obtem-se a representação da curva 
p 
para estado multi-a>:ial de tensões. 
III.5.3 - Função Potencial 
A tensão de escoamento de um material , é função da 
temperatura, do grau de encruamento que este tenha sofrido e 
do estado de tensões, em relação ao ensaio uni-a>:ial. Desta 
forma, a expressão para representar a função de escoamento é 
dado por, 
onde, 
F - F < ?.'• K, T, i l ••eq íIIL 16) 
K = parâmetro de encruamento, relacionada a energia 
retirada pelo material. 
o 
& = taxa de deformação equivalente 
eq 
.43 .. 
III.5.4 - Encruamento (Endurecimento) 
O encruamento ( 11 hardening 11 representa [16,19] um 
aumento da tensão de escoamento e da dureza superficial do 
material, com redução da dutilidade e tenacidade. ~ obtido 
quando o material é carregado a frio além da tensão de escoa-
mento. 
Dois tipos de abordagem para simular o encruamento são 
normalmente utilizados• a isotrópica e a cinemática 
III.5.4.1 - Encruamento Isotr~pico 
O principio do encruamento isotrópico de um material 
está ilustrado na figura III.3, que representa a superficie de 
escoamento no espaço das tensões. 
Neste tipo de encruamento ocorre uma expansão uniforme 
da curva, ou superfície, de escoamento,, em torno de um centro 
O, fino. Os limites de resistência do material acima e abai>:o 
deste ponto O expandem-se da mesma maneira, ou seja, há aumen-
to da resistência a tração e compressão. 
Funç;o Potencial Pl~stica 
Para um material encruado isotropicamente que se compor-
te segundo a teoria de Von Mises, e supondo constante as 
demais variáveis, a equação (III.16) pode ser escrita por: 
F<cr. ) 
,,J 
2 = 1/3 a 
eq 
2 
- 1 /3 a 
y 
(III.17) 





onde J = segundo invariante das tensões desviatórias 
2 
J = 1/2 
2 
O' .. ó'. . 




CI . . = CI . . 6 .. t 1 /3 (a +ó' +ó' ) ] = tensão desvi atóri a 
l.J 1 .1 12 13 l.. J 1.J 
lIII.19> 
De (111.17) nota-se que: 
i) se dFla . .) = (1 .. inicia-se a deformação plástica 
'J 
ii) considerando-se a capacidade de encruamento do ma-
terial, para que ocorra deformação plástica poste--
rior é necessário que 
iii) 




dFla . .) > (1. 
'J 
(Ill.23.a) 
Aplicando pequenos incrementes na deformação plástica, 
pode-se admitir [1] que estes incrementos sejam diretamente 
proporcionais às variações de tensão. Considerando que varia-
ções de tensão significam variações da função potencial, no 
espaço das tensões, pode-se escrever: 
aF(a } 
p i.j 
08 = dÀ ---~- = dÀ ª·. 





&P = deformação plástica 
i.j 
dÀ = constante de proporcionalidade 
O objetivo da análise é determinar a expressão que 
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FIG, 111.3- SUPERFÍCIE DE CARREGAMENTO 81-AXIAL PARA ENCRUAMENTO ISOTRÓPI 
EguaçÕes Constitutivas para Analise Termo-elasto--pl~stica Ç_Q!!l. 
Encruamento Isotr.;pico 
Ao longo deste desenvolvimento, as seguintes hipóteses 
serão adotadas: 




proporcionais aos incrementas de tensão. 
ii) A superfície (curva) de carregamento no espaço das 
tensões, é conve~a em relação à origem, conforme 
mostrado na fig. (III.3). 
De forma semelhante à equação III.7, pode-se considerar: 
6.e .. = &e" 
l.J i j 
(1Il.21a) 
'"· . = 'l deformação total ., 
deformação elástica e .. = ,3 
&:. = deformação plástica 
'l 
(IIJ.21) 
O incremento plástico em (III.21) pode ser 
calculado por (Ill.20). Aplicando-se a regra da cadeia a 
equação OI I. 16) obtem-se: 
ôF 
8k 
dk + 8F 
8T 
dT + <III.22> 
Uma vez que o encruamento é função da quantidade de 
deformação residual (plástica), tem-se: 
ôF 
~dk = : r de -p <III.23) 
A condição de equilíbrio durante a deformação plástica 
.47. 
incremental implica que a variação de energia seja 
estacionária, o que leva [1] a: 
dF _ O (111.24) 
E>:plicitando e na equação <III.21) • substituindo em -., 
(111.6) obtem-se 
da = e (de de d& d& e• - de ) (III. 25) -.. ••T '",e,,T -a,,& ... p 






ôF ] e (d& d& d& - d& d& } 0c, o + .... -T "'e,T ... e,& ..p 
ôF [ ôl< ]T [ ôF ] d>..+ ôF dT + ôF d~ = o 
itk il&p ila • ilT il~ 
<I l I.26} 
Define-se a matriz de plasticidade C como sendo 
-p 
= 1 s e -e [:'.: ][ = 1 s e •• e 
(Ill.27) 
s = [ : ] : [ : ] 
<III.28) 





E>:pl i citando da em <III.261 e substituindo 
<III. 7a,b,c,d), <III.27) • <III.281 e <III.29> • obtem-se a 
equação constitutiva para termo-el asto-pl asticidade: 
da = e de 
'"&P ... 
e 
-ep [ ctdT + itT 
a dT + a dl J -
e a 
-e 
s ( : dT + 
8F 
Determinaç;o da matriz C 
-ep 
<III.30> 




Substituindo <III.31> em <III.27) obtem-se 
e = 
-p 
O valor de (s) pode ser obtido de (IJI.28) 
(II1.23a) e (III.31): 
[ é1F ] e [ 8F ] a'T e 46/3 2 ai:, ai:, = a = a ··e .. " - eq 




O parâmetro K representa o trabalho plástico durante a 
deformação plástica. Portanto, K pode ser escrito em termos da 





dK T d& T dÀ 6F = Ct = Ct OII.34> 
"P [ 6ü ] 
o que leva a: 
a ( 1 1 a2l 2 ªº -2 eq = ~ 3 Ct -:r = Ct ak &q y .:,. eq <III.35) 
[ aK ]T= T i'J&p Ct (III. 36) 













&q --,,..-~--= módulo plástico do material a.., 
E>q 
estado multi-axial de tensão 
no 
Substituindo (III.35), (III.36) e 
termo de (III.28) obtem-se: 
(III. 37> no segundo 
: [ ] = 2 Ct eq 1-1' T ---Ct Ct 
E>q 
Substituindo em (III.28) tem-se: 




Com (III.39) em (III.32) obtem--se: 
e = .. p 
(3G + H) 
T 
a a 
Determinaçio de tl' 
<III.40) 
O termo H' é equivalente ao valor de Ep para o estado 
uni-a>:ial. H' representa, para o estado multi-a>:ial de 
tensões, a relação entre & e a conforme <III.37). 
&qp eq 
As equações UII.14} juntamente com <III.15) constituem 
uma boa aproximação para o comportamento do material. Desta 
forma, conforme pode ser visto na fig. III.2 tem--se: 
da 
d& = &q (III. 41. al 
eqe E 
da 




d& = &q eqp H' 
(III.41.c> 

















H' l = !III.42) 
E - E 
l 
Onde o valor do módulo E pode ser obtido substituindo 
i 
(III.14) e (III.15} em (III.41.b) fornecendo 
cff'eq 
E{ [ 1 -t- ( 
Et = 











1 - E I E )a .._ E 
p K p 
E e 
eq 











FIG.111.4- REPRESENTAÇiO GRICFICA 00 MÓDULO PLiSTICO H' 
.. 52 .. 
A figura (111.4) ilustra a diferença entre as grandezas 
acima. 
111.5.4.2 - Encruamento Cinem~tico 
O principio do encruamento cinemático, também conhecido 
como efeito Bauschinger, está ilustrado na figura III.5. 
frlG.111.5- SUPERFICIE DE CARREGAMENTO 81-AXIAL P/ ENCRUAMENTO CINEMi(T1CO 
Neste tipo de encr-uamento ocorre um aumento do limite de 
escoamento no sentido do carregamento (trativo ou 
compr-essi vo}, com redução deste limite no outro. 
resistência em torno do ponto O se e>:pande 
Portanto a 
de forma 
anisotrópica, provocando um deslocamento do centro da elipse 
do ponto O para o·. 
Formulaçio Matem.;.tica 
A formulação matemática para representar- o encruamento 
cinemático, adotada neste trabalho, é a proposta por Prager e 
Zirgler [1]. Este modelo considera um deslocamento continuo da 
superficie de escoamento durante carregamento plástico, no 
espaço representado pelas nove componentes de tensão, conforme 
representado na fig. III.5 para um estado bi-a>:ial. 
A consideração de condições não isotérmicas implica na 
dependência da curva a" e frente a esta variável. Embora não 
haja [ 1 .,22] uma teoria de aceitação geral que permita 
considerar., simultaneâmente., os efeitos térmicos e mecânicos, 
pode-se supor um forma de apro>:imação incremental. 
Nesta apro,:imação utiliza-se o principio de superposição 
de efeitos, de forma semelhante à empregada na eq. 












FIG.111.6 a) SUPERFÍCIE DE ESCOAMENTO 
EM FUNCÃO DA TEMPERATURA 
bl SUPERFICIE DE ESCOAMENTO EM FUNCÃQ 
DA TEMPERATURA E CARREGAM. MECÂNICO 
.. 54 .. 
Matematicamente, o deslocamento da superfície 
escoamento em função do carregamento mecânico é dado por: 
da= dµ< a -a) 
iJ ij tj 
íIII.44} 
da = e í T, ~ > d~ P 
ij i j 
OII.45) 
onde dµ> ü = multiplicador 
o 
C(T,s) = parâmetro do material 
a .. = deslocamento de O para O' na fig. III.5 
tJ 
da .. = incremento do deslocamento 
'·' 
de 
A relação entre tensão e deformação no encruamento 






A diferença básica está na forma da função potencial 
que, neste caso é dada por: 
F = F !III.46> 
Para considerar o efeito do deslocamento das superfícies 
de escoamento, define-se: 
• o = o -a 
i j ij ij 
íIII.47) 




.. .J.J .. 
a . . = tensor das tensões transladadas 
'3 
* a .. = tensões desvi atóri as transladadas 
&qtJ 
A função potencial torna-se: 
F = 3/2 * .. a .. CI .. OII.49) 
eql.J &ql..J 
O desenvolvimento das e>:pressões para encruamento 
cinemático é semelhante ao realizado para isotrópico e 




a dT + do = e ds 








e = e 6C a* 




+ 6a C 









Incremento de Deformaçio Plastica 
d~p -- 6 O' 
••eq 
(III. 53) 
onde o fator de proporcionalidade dÃ é dado por: 
6 *T d +~dT 
aF df 
{ 
O' O' + 
} 1 eq iH af dÀ = e n ,f> 3b *T *T O' O' 
-eq ··eq 
(III. 54) 
Deslocamento da Superfície de Escoamento 
* da = O' . . dµ 
- ' J 
<III.55) 
onde o multiplicador dµ é dado por: 
6 *T dó' aF aF df O' + iJT dT + ••eq aâ 
dµ = *T * 6 O' O' 
(III. 56) 
-eq '"&q 
o O parâmetro C(T,e) representa a rigidez do material 
durante a deformação plástica, de forma semelhante a H' no 
encruamento i sotrópi co. A ani sotropi a observada no 
deslocamento da superfície de escoamento faz com que o valor 
de H' varie conforme a direção utilizada. 
Define-se então o tensor H .. no lugar de H' e, 
'3 
[1], a seguinte função ponderadora deve ser utilizada: 
segundo 








H = H (a . ./a ) 
ij tJ 'W 
onde H vem de (III.42) 
.. 57 .. 




III.6- FORMULAÇÃO ELEMENTOS FINITOS ANÁLISE 
TERMO··ELASTO-PLÁST I CA 
A hipótese de pequenos incrementos no regime plástico 
permite considerar uma relação linear entre tensão e 
deformação para pequenos incrementos de carga. Pode-se, 
portanto, utilizar a mesma formulação básica para os regimes 
linear elástico e não-linear termo-elasto-plástico. Desta 
forma~ deslocamentos, deformaç~es, tensões e demais grandezas 
serão tratadas como valores incrementais. 
A formulação básica de Elementos Finitos estabelece que 
o deslocamento incremental AU no elemento seja dado por: 
onde 
AU(rl = N(r) Au 
r - vetor posição 
N(r)= função de interpolação (linear) 
Au= vetor deslocamento nos nós 
Conforme (III.2) tem-se: 
<III.60) 
.. 58 .. 
t.e = B (r) .t.u <III. 61) 
As equaçe;es constitutivas são e>:pressas de maneira 
incremental segundo; 
onde, 




<I I I.62) 
o 
.t.s
8 (incremento total <III. 63a) 
das deformações) 
a bT + O' <1II.63b) 
s 
a 
< II I.63cl 
a 
A determinação da matriz 1: em III.1 é obtida através da 
minimização da energia. A e>:pressão da energia total de um 
elemento deformável de volume V e superfície Sem equilíbrio, 
resultante da aplicação de forças de corpo incrementais bb e 
de superficie bf é dada por: 
onde, 
Afl = AE. + AW 
' 
bfl = energia total incremental 
bE = energia interna incremental 
' 
<I!I.64) 
AW = trabalho incremental feito sobre o elemento 
.59. 
A energia interna é dada por: 
t.E 
i = 2 
1 
dv 
Substituindo OlI.62) e <III.63) tem-se: 
t.E 
1 ,'.uT { Jv BT e B dv } ÁU = 2 i - .. p 
{ Jv 
o 
} dv + hUT BT e (t.&T + t.&"'] , .. ep 
; Jv ( 
o o 
+ (MT + ,'.,cE)T e (,'.,cT + t.&"')Jdv 
-&p 
O trabalho é dado por 




Relembrando a hipótese de pequenos incrementas no regime 
plástico, obtem-se estado de equilíbrio em cada incremento. 
Desta forma, a minimização da energia total leva a: 
6(t.fl) 
6 <t.u) = (1 <III.67) 
Substituindo (111.65) e (IlI.66) em (III.67) obtem-se: 
.60. 
{ IV dv} - IV 
o 
BT e B .t.u BT e [.t.e T + .t.e"'Jdv 
-ep .... -ep 
IV 
NT t.b dv - JS NT .t.f ds = o <III.68) 
A equação (III.68] pode ser re-arranjada, para cada 
elemento, conforme: 
K t.u = t.R (III. 69) 
··e ··e 
onde, 
= matriz de rigidez elasto-plástica 
~: - J 
'•& - V 
BT C B 
, .. e,p ... dv (III. 70) 
.t.R = matriz incremental de cargas termomecânicas 
-o 
.t.R = .t.F + .t.F <III.71> 
••e ... T ,.M 
.t.F = matriz incremental das cargas mecânicas 
-M 
(III. 72) 
.t.F = matriz incremental que inclui os efeitos térmicos e 
••T 




e-• e-• e Ct 
~ AT} dV AF = f ~ ('..) T e ctAT + -.. AT + - .. p -.. (Y ••T ... ep 
V i) T s 
{ 
8 e-• e-• e (Y 
8 F } + fv B!r-)T e -.. .ôi + -ep -.. A'/; dV --- (Y -ep 
i) â s i) â 
OIL 73) 
onde: 
S está definido em <III.39) ou lIII.52) 
* o= a no caso de encruamento cinemático 
A equação que representa o comportamento global da 
estrutura é dado por, 
I< Au = AR (II!. 74) 
onde: 
I< = matriz de rigidez global 
n 
• n = n~ de elementos 
AR= matri.z global das forças incrementais 
n 
.62. 
CAPITULO IV ANÁLISE DE FLUÊNCIA 
IV.1 - INTRODUÇÃO 
O efeito da distribuição de temperatura em um corpo 
sólido, sob o enfoque do nlvel de tensões e deformações pre-
sentes, deve ser considerado quanto aos seguintes aspectos, 
i) às tensões térmicas geradas no sólido devido às res-
trições à e,:pansão ou contração naturais do material; 
ii} às tensões térmicas geradas pela não uniformidade da 
distribuição de temperatura; 
iii) à variação das propriedades mecânicas e térmicas do 
material; 
iv) à ocorrência de fluência do material, quando são 
atingidos determinados valores de temperatura. 
No Capitulo II foram desenvolvidas as condições para 
prever, com exatidão, a distribuição de temperatura em um 
corpo sólido, considerando várias condições de contorno, para 
os regimes transiente e permanente de troca de calor. O estu-
do dos itens (i) a (iii) acima foi apresentado no Capitulo 
III, juntamente com o efeito da taxa de deformação na varia-
ção das propriedades do material. 
Uma metodologia para análise do fenómeno da fluência é 
apresentada neste Capitulo. Embora haja um grande número de 
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pesquisas sendo desenvolvidas nesta área~ conforme pode ser 
visto nas referéncias [24] e [25], com um correspondente núme-
ro de equações para representá-lo, apenas a formulação empre-
gada no programa será apresentada. 
IV.2 - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 
Pode-se definir fluência como sendo um pocesso onde a 
quantidade de deformaçâo permanente acumulada pelo material 
depende, dentre outras va,-iáveis, do tempo de aplicação de um 
carregamento mecânico. A intensidade da fluência é função, 
principalmente, do nivel e estado de tensões e da temperatura 
do material. 
A deformação por fluência torna-se significante, para 
a maioria dos materiais,, em temperaturas acima de 40 a 50% da 
temperatura de fusão. A dependência deste tipo de deformação 
com o tempo está representada na figura IV.1. 
FLUINCIA. 
FRIM,C111, HCUNDÍIIIA ITIIICIÍIIIA / 
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FIG.VI.!- CURVA TÍPICA DE DEFORMAÇÃO POR FLU~NCIA 
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Nesta figura é possivel notar que a deformação por flu-
ência pode ser dividida em três estágios distintos: 
(!) Estágio Primário, onde ocorre uma alta ta>:a de defor-
mação e que marca o inicio do fenômeno; 
(l!) Estágio Secundário, que apresenta uma ta>:a de cresci-
mento menor e mais constante, ocupando a maior parte do 
do intervalo de tempo em que há fluência; 
(III) Estágio Terciário, que também apresenta alta ta>:a de 
de deformação e que termina na ruptura do material. 
IV.3 - MODELO MATEMATICO 
A partir do que foi dito no item anterior, nota-se que 
uma função para representar a deformação por fluência, deverá 
ser da forma: 




= deformação por fluência 
(IV.1> 
Há várias forma possiveis para a equação <IV.O, sendo 
algumas especificas para um determinado tipo de material, con-
forme descrito em [1] e [25]. Neste trabalho será utilizada a 





a t e,:p [ -Q / (R T) 




Q = energia de ativação 
R ~ constante de B0lt2man 
T = temperatura absoluta 
a = tensão uni a.>; i al 
IV.3.1 - Estado Multi-axial de Tens~es 
Objeti·vando considerar o estado multi-a>:ial de tensões, 
é necessát-io modificar a equação <IV.2). Conforme pode ser 
visto em [1] e [25], esta modificação é dada por: 
e = Kc 
e,qc 




8 'J O' = deformação e tensão equivalentes, dadas poF 
eqc eq 
llII.12) e lIII.13) 
IV.3.2 - Potencial de Fluencia 
Segundo [26], a ta,:a de deformação por fluência pode ser 
descrita, de forma semelhante à relação de Prandtl-Reuss, em 







ij ( a} 
= função potencial de fluência 
~ = parâmetro do material 
lIV.4) 
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-e ... e 
Combinando as equações acima obtem-se: 
o 





ou, do ponto de vista incremental: 
., d~ 
d~ -· e a' = 2 ••e a í IV. 8) 
eq 
IV.4 - EQUAÇÃO CONSTITUTIVA 
Utilizando o mesmo procedimento empregado na equação 




+ ds OV.9) 
'"'C 
onde: 
ds = incremento de deformação termo-elasto-plástica 
ep 
d;; = incremento de deformação por fluência 
e 
O comportamento termo-el asto-plástico de defor·maçãD é 
obtidD e>:plicitando-se a deformação na equação <III.21), para 
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encruamento isotr6pico, por: 
de 
··&p 
= C -• dO' + I 
-ep 










O' dT + 
li F 
+ (IV.10) 
OV.Sl e <IV.10) em lIV.9l, 
e e>:pressando a resultante em teFmDS da tensão atuante tem-se: 
Ç.,p{ 
li e-• li e-• 
AO' e-• Ae AT e dT e df + = - ~ + O' + O' -ep ô T 
ô i 
} e Ct { li F ô F } Ae -e · dT df (IV.11) + + -e $ ô T ô o ,;; 
A equação (IV.11) pode ser utilizada para representar 
também o fenômeno conhecido como 11 rel a>:amento 11 ou II amoleci--
mentoH (nstress rela>:ationu ) .. Neste caso, deve-se considerar 
esta equação com o sinal negativo. 
IV.5 - FORMULAÇAO DE ELEMENTOS FINITOS 
A equação básica que per mi te descrever o problema está-
tico é dada por, 
K AU = AF !III.ll 
Para considerara ocorrência de fluência., deve-se com-
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parar a equação (IV.11) com '1II.30i. Nota-se então que a 
dí ferença é devi do a inclusão da e>:pressão para ( A'i: l. Desta 
e 
forma, a matriz que representa os carregamentos deve conter um 
termo adicional devido a fluência, sendo então dada por• 
A F ~ A F 
-T 
+l!F +AF 
... M , .. e 
As e>:pressões para as matrizes K'i 
as apresentadas em (III.70), (III. 72) e 
íIV.12) 
AF e AF são 
M T 
(II .. 73), respecti-
vamente,. A matriz que adiciona os incrementos de carga devido 




CAPÍTULO V - IMPLEMENTACÃO COMPUTACIONAL 
• 
V.1 - INTRODUÇÃO 
O desenvolvimento de micro-computadores, tornando-os 
praticamente uma ferramenta de uso pessoal, modificou o en-
foque segundo o qual os progr-amas até então eram desenvolvi dos. 
O aspecto tempo de e>:ecução, que nas máquinas de grande por-te 
significa custo, passa a não ser- tão importante, dado o cará-
tes individual de utilização do micro. Por- outro lado, a mem6-
r-ia RAM disponivel, que é o principal fator limitante ao 
desenvolvimento de pr-ogramas neste tipo de computador-, tem si-
do aumentada consideravelmente nos últimos anos, não havendo 
praticamente limites quanto a sua e>:pansão futura. 
Neste trabalho é apr-esentado um programa de elementos fi-
nitos para utilização em micro-computadores do tipo PC-compa-
tlvel, com 64(> kilobytes de memór-ia RAM. O cor-po do programa 
tem por base a referência [lJ e foi desenvolvido em Fortran 
4.0 da Microsoft, e>:ecutável no sistema MS/DOS 3.30. 
V.2 - ORGANIZAÇÃO DO PROGRAMA 
O progr-ama ATEPF pode ser dividido em 4 blocos básicos: 
il Gerenciamento e Entrada de dados 
ii) Análise Térmica 
. 7ú. 
iii} Análise Mecânica 
iv) Análise de Fluência 
O f 1 u,:og,-ama que engloba todas as análises possi veis 
está representado na Figura V.1. 
V .. 2 .. l -- An~lise T~rmica 
A Figura V.2 representa o flu,:ograma relativo apenas 
à análise térmica. O programa ATEPF possibilita a determinação 
da temperatura em contínuos bi-dimensionais e a>:aissimétricos,. 
empregando elementos quadriláteros e triangulares, permitindo 
a consideraçgo dos seguintes tipos de condições de contorno: 
* flu~o de calor prescrito; 
* temperatura prescrita; 
* condução linear e não-linear com a temperatura; 
* convecção linear e não-linear com a temperatura; 
* radiação, considerando ou não o fator de forma entre 
superfícies finitas. 
Os seguintes tipo de análise podem ser realizados: 
* regime permanente; 
* regime transiente; 
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Fi uur· a 'v ... 1 F l U>t ogr amr.." Ger- a 1 
1 
Lor, 1ge ci- pr_pr1eddde~ pcira o /cilC ... dE temperdt_., a 
dt-=.::r e ada t?l Hment.o 
---- - - -- r - - - · 1 
~"!-:.~,:::.,· ... :. - ~- tT· r1) ~ - · ·· ·, ·- -·,-·-,--·~ _. __ ·i-:;; 1 l,L •. 1...l 1<. « Eq. , __ L4,., dete,nnndndc. ,, !.11.,!.1 1..,u11_ao d __ 
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1 Monte> " matriz dca ri<Jidtez 
1 Mo"t•::, ~ ••""::de: io~,~·""'"-do:ºº""º: m•oke,;,:::::J 
ter1n1Lds e de ·fluenc1d 
"') (b) íc:) 
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c:ont.) 
' - . 
1 
/ ,, \ 
[ 
_______ ,, __________ ,,,.,........ -- -- - --- - -- - ---- -------"l t·l 
Veri·fica se ha ne~essLdade da an~l1se de fl1Je11rj~ r-· 
r
:.-::~:.-.:::.-.~~::~.-:-:::.·. ~~ ~-_: __ _--.--.-: ~ -~: -~ ~---[_ ~ ~ -___ -__ : ~:-~::~-~-_::.-.:~:.-:::.:::~~:-_·_:_:_ .. :.-~~:~.-:~~~-::.~:~:~:.-.-
\.' p1·· i -fica 1'" se o inte1--valo df.: tempo t?scoJ.hido ga,··antf? i'..i 
f Inclui na matriz de ir1cremento de Carregamento, o ter-
Calc1\l,.:-1 o ir)cr·ement:n di::"~ le1,sc10 i::I pr:,r·ti1·· da t:-:,qua1:c:1q 
([\,/.,!!) 
( b) 1 
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* inclusão de efeitos de não-linearidade devido à variação 
das propriedades térmicas do material e do contorno com a 
temperatura; 
* considerar a geometria deformada, resultante de carregamentos 
mecânicos e térmicos, na montagem das matri2es 
' V.2.2 - Analise Mecanica 
A Figura V.3 r-epresenta o flu;:eograma da anâiise 
mecânica, estando a análise de fluência representada na fig. 
V.4. O programa ATEPF permite a determinação de tensões 
atuantes em estruturas continuas bi-dimensionais e a>~issimé-
tricas, utilizando os mesmos elementos da análise térmica, 
para os seguintes tipos de análise; 
* linear elástica; 
* linear elasto-plástica; 
* linear termo-elasto-plástica; 
* análise de fluência, para todos os tipos acima; 
* não-linear, para todos os citados acima, considerando 
variação das propriedades em função da temperatura e da ta>:a de 
deformação. 
Permite que sejam considerados os seguintes tipos de 
carregamento: 
* cargaE:- devido à variação e/ou distribuição de temperatura 
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Figt1ra V~2 -· Flu>:ograma de Analise Termica 
[
--··- ---··-· -· -··- ··-· ----··· -········-· -··--·· ··-··- ··--··· ---··. -··-··· --···· - ·-· .... ·-·· ... - .. ---·····] 
Fntradi:, de Dados 
l . - -- -.... ··-.. -.... '.1;:' ·=-=·:::::==~===:=:= :~)-
.... ~;-··-~:;·L:·i·;.;;: ..... de --t emper atur· E1····de·-1 
·······--·--····-···--··· ··········--·········-··········-···-········--··--··········-··--·····_] 
Mont~ as matr1zes de Lond1Jv1dade e Lapac1dade !erin1ca 
~pai-_,,. : ,~stn.1.lcu~~a ,~e,foi-rnc,i~a d~ p~,:a.,s.o cmte,,··im:~- ~:-~~' 
[:~~~'.'.~·~~~~.,:~ 
0
~'.""":~"'" rle e:• ""ª""''' o •:~~~J 
[[~~~~==:M,·,pt "='"' -ma U- J? :· cl<···:Co~du t_1 vi dadP . Equi val e,ntl~ =: : ... ·-· __ J 
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no pr e~-r:,- i t i:.":f.!:"": 
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:~. ~ i~ni~UJ. ar .1 •• L. (., d HI~';\ ·< J. .!.. gJ ... ha ... L. 1 L.:;:,L J. ... !.'::' r..1 eq ... \r.:;tLr...... 1 
\II44tl) tJsando el11n1nacao 13auss1ar·)a 
~· :·••• -~-;-;~;;-~,.:~ .~.;r, "-~~- ,;.~:~; .~~~ = -=== :; 
I 
[~-~:::_·_~:- _____ : __ ·--~--'.::::~:·:~.:~~-;~-~--=:~~~~--i~'~: __ :.~_'"..''.~~-~~---::: ___________ ~-~:::.~-~:~~---..1 
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à partir do carregamentos térmicos citados em V.2 .. 1 .. 
*" forç.a nos nós, com incrementas variáveis ao longo do tempo; 
* pressão no contorno, com incrementas variáveis ao longo do 
tempo. 
Na Figura V.5 encontram-se as sub-rotinas que constituem o 
programa e a maneira como estão ligadas. As acompanhadas pela 
letra JIT 11 pertencem à análise térmica, pela letra "M 11 , à análise 
mecânica., enquanto a letra 11 Fu acompanha as relativa~ à .:.hálisf=l 
de fluência e a npn as de leitura de dados comuns aos vários 
tipos de análise. 
A Figura V.6 mostra a maneira e ordem como são chama-
das., permitindo uma visão global do esquema básico de 
funcionamento do programa .. Um resumo da função de cada 
sub-r-otina encontra-se no Apêndice D, 
Observando--se estas duas últimas figuras, tot-na-se claro o 
caráter modular com que foi concebido o programa, sendo 
possi vel separar os blocos térmicos e mecânico. Este 
aspecto facilita a implementação em micro-computador, uma 
vez que, através de um programa gerenciador e da gravação 
em arquivos no disco rigido, pode-se transmitir os resultados 
da análise térmica~ mecânica, sem que haja necessidade 
de carrega-las, simultaneamente, na memória RAM da maquina. 
Na versão apresentada neste trabalho não foi feita esta 
separação, sendo todo o programa concebido em um s6 
conjunto. Esta opção permitiu maior facilidade e rapidez na 
sua implementação, embora limitase a capacidade do programa. 
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Figur·a V.3 - fluxograma da Analise Mecanica 
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Figur·a V.5 -· Interligacao er1tre as Sub-rotinas 
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V.3 -- ALGORITMOS DE INTEGRAÇÃO 
V.3.1 - An;'.;lise Termica 
A construção das matrizes de condutividade e capacidade 
térmica de cada elemento da estrutura é feita através 
das equações (11.33) e (II.41), respectivamente. A função de 
interpolação usada é a do tipo Serendipity ílinear),que 
mantém a continuidade da temperatura nos nós e fronteiras do 
elemento. 
O vetor de cargas térmicas é calculado empregando o 
mesmo tipo de função., atraves da equação ( I I • :,n . A 
consider·ação de temperatura prescrita é obtida através da 
uTécnica do Número Grande 11 " conforme descr-·i to em (27] .. 
A análise térmica é realizada no dominio do tempo, onde 
a variação de temperatura é calculada para incrementos de 
tempo. A àiscretização neste domínio, através destes incremen-
tos, é realizada através de um esquema de integração 
explicito. 
O esquema adotado foi do tipo "backward 11 , onde a 
variação de temperatura ao longo do tempo é dada por: 
= 
Tít) - Tít - bt) 
At 
iV. 1) 
Admitindo-se que as matrizes Ke e Ce permanecem constan-
tes durante o intervalo de tempo cons1aer~~u, 
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equação (11.34): 
F - F 
"'e,t+At , ... t 
(V.2) 
Substituindo a equação (V.1) em (V.2) tem-se, 
[ 
At 



















AT + AF 
- t.-.Ô.T '"'e,t 
A equação ( V~5) pode ser escrita como: 
!< ,\ T = F 
'"eq , ... t ''"eq 
onde, 




Feq = matriz de carregamento = e -e AT + AF .... t -.8.t '"& 
térmico equivalente 
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V.3.1.1 - Estabilidade 
Diz-se que um sistema de discretização é instável se a 
solução da equação em regime permanente e:,.:ibe um comportamento 
oscílatório., ou se a solução em regime transiente apresenta 
oscilação ou então'i através de amplificação,. cresce ilimita-
damente. 
No caso de equações lineares de segunda ordem, que são 
as que go-..iernam a transferência de calor {eq ... II.13), a insta-
bilidade é geralmente causada pela discretização da sua 
primeira derivada com um intervalo de tamanho inadequado" 
conforme pode ser visto em (29] .. 
Em se tratando do metodo dos elementos finitos, o 
problema de instabilidade está diretamente ligado à análise 
transiente (29J. Neste tipo de análise, e>~ i ste uma rei ação 
entre o intervalo de tempo a ser escolhido na equação (V.5a), 
as propriedades térmicas do material e o grau de refinamento 
da malha que, conforme pode ser obse,-vado em [29}, 
por: 
onde a = 
1 
6 
k = difusividade térmica do material 
P c 
bt = intervalo de tempo 




Em termos de valores numéricos,, para ter-se uma ordem de 
grandeza do significado desta e>:pressão em termos práticos, 
apresenta-se como e,:emplo um aço estrutural comum,, como o 
SAE 1020, à temperatura ambiente. Da referência (30] tem-se: 
c = 480 J/Kg.K 
p = 787(1 Kg/m3 
k = 50 W/m.K 
Portanto, 
aços seria: 
um valor tipico para a difusividade térmica de 
C< = 1.32 E-ú5 m2 /s 
Substituindo este valor em ( V.7) tem-·se: 
t.t < 12.6 E+03 * h 2 ( V.8) 
V.3w2 - An~lise Mecanica 
As matrizes de rigidez, e constitutiva são calculadas 
através das equações (111.70) e <III.29) para encruamento 
isotrópico e (III.50) para encruamento cinemático. A função de 
interpolação é do tipo Serendipity. 
A integração numérica da matriz de rigidez é realizada 
utilizando o método de integração numérica de Gauss-Radau, 
como indicado em [28]. 
A integração é feita por incrementas de cargas mecânicas 
e térmicas, sendo as propriedades do material reavaliadas 
sempre que há alteração da temperatura, da ta>:a de deforma-
ção e/ou quando se atinge o limite plástico. Para cada passo 
de carga verifica-se se o material escoa, utilizando a tensão 
.87. 
equivalente para estado multi-a>:ial de tensões e considerando 
o grau de encruamento sofrido pelo material. 
V.3.3 - An~lise de Fluencia 
Conforme já mencionado no Capitulo IV, o fenômeno da 
fluência é função das variáveis tensão, tempo e temperatura. 
Portanto, na análise incremental realizada no programa, deve-se 
utilizar o valor da tensão e da temperatura para o incremento de 
tempo considerado. 
O acréscimo de carga devido à fluência é calculado 
conforme a equação CIV.13), sendo a relação tensão-deformação 
dada por <IV.3). 
O esquema de integração no tempo utilizado no ATEPF é o 
da Série de Taylor, conforme proposto em [35J. A formulação 









] At & eqc - 2 8 e 
&qc 
[35] 
A estabilidade do esquema de integração é assegurada 
adotando-se o menor valor dentre os seguintes limites para 
o intervalo de tempo: 


















iil limite do esquema de integração de Euler: 









CAPÍTULO VI - VALIDADE DOS PROCEDIMENTOS IMPLEMENTADOS 
Um programa de computador, uma vez conclLlido e/ou 
implementado, deve ser avaliado e testado, antes de utiliza-
do. Estes testes objetivam atender aos requisitos de Veri f i -
cação, Qualificação e Nivel de Confiança. 
O conceito de Verificação significa constatar se o 
programa e){ecuta o que se espera que ele e>:ecute. No caso de 
um código cuja fonte, supostamente,, já tenha sido testada, 
isto significa checar se foi corretamente digitado e a fonte 
fornecida sem incorreções. No caso da implementação de novas 
rotinas e adaptações para diferentes tipos de 11 hardwaresn., 
estas alterações devem ser verificadas. 
No caso de novos procedimentos adicionados ao código 
base, o conceito de verificação, além do significado acima, 
implica em determinar se as rotinas desenvolvidas para 
solucionar o problema são apropriadas e se a lógica do 
programa per mi te eMecutá-1 as corretamente. 
O conceito de qualificação diz respeito à aplicação 
do código às necessidades e problemas reais em engenharia. 
Uma vez concluída a etapa de verificação, deve-se definir a 
que tipos de problemas o programa pode ser 
mente. 
aplicado correta-
Do ponto de vista do usuário, este conceito engloba 
ainda como utilizar o programa em um problema especifico. 
Quais devem ser o tamanho da malha, condições de contono, 
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escolha do intervalo de tempo, propriedades do material e 
outros aspectos relativos à soluçâ'.o do problema, constituem as 
dúvidas basicas ao se aplicar um programa. 
sidade de experiência e conhecimentos de 
Embora haja neces-
engenharia para 
resolvê-las, é de e>:trema utilidade o conhecimento da base 
teórica com a qual o programa foi desenvolvido. 
No caso de análise nâ'.o-linear, incluindo ou nâ'.o 
fluência e plasticidade, há dificuldades em se encontrar 
soluções analiticas para a verificaçâ'.o e qualificaçâ'.o. Desta 
forma, uma verificaçâ'.o absoluta deste tipo de problema é 
impossível. Uma vez que nâ'.o se pode afirmar, com total segu-
rança, que o código está totalmente correto, pode-se presumir 
que este contenha erros desconhecidos. 
As considerações a respeito da presença de erros levam 
ao conceito de Nivel de Confiança. Este conceito representa o 
quanto de segurança ou confiança pode-se ter nos resultados 
que o programa fornece. Basicamente, é funçâ'.o de, 
i) qual i f i caçâ'.o dos autores do programa; 
ii) base teórica segundo a qual o programa foi desenvolvido; 
iii) número e qualidade das verificações realizadas; 
iv) histórico de utilizaçâ'.o do programa; 
v) se possível, confrontar os resultados com medições 
realizadas em estruturas reais. 
Mesmo em programas hoje disponíveis 




maior e mais intensivo for o tempo de utilização, maiores as 
possibilidades de serem descobertos todos os erros significa-
ti vos. 
Neste trabalho procurou-se realizar a verificação 
dos procedimentos implementados. Ressaltando que esta verifi-
cação é de caráter parcial, foram realizados testes abordando 
os seguintes tópicos> 
1) Cálculo do fator de forma para superfícies paralelas e 
perpendiculares; 
2) Análise térmica nos regimes permanente e transiente; 
3) Análise linear elástica; 
4) Análise elasto-plástica linear; 
5) Análise termo-elasto-plástica com variação de temperatura; 
b) Análise de Fluência. 
Neste capitulo são apresentados alguns exemplos básicos 
de verificação. Os e>:emplo relativos ao cálculo do fator de 
forma encontram-se no Apêndice C. Todos os problemas foram re-
solvidos em micro-computador tipo PC-compatível, com 640 
Kilobytes de memória RAM eco-processador matemático 8087. 
O e>:emplo VI.1 testa as rotinas para análise térmica; ele 
foi selecionado por permitir o uso de vários tipos de 
condições de contorno. De VI.2 a VI.5 tem-se e>:emplos relati-
vamente simples, para verificação das rotinas termo-elasto-
-plásticas e de fluência. O primeiro foi obtido com o programa 
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COSMOS [231, sendo os demais provenientes referência [22J, e 
comparados com os resultados do programa ADI NA, rodados em um 
computador CDC Cyber 175. 
Os exemplos VI.6 a VI.8 foram selecionados com o intuito 
de demonstrar aspectos práticos de utilização em casos reais. 
Os dois primeiros foram obtidos a partir da referência [32J, 
enquanto o último representa um caso real de trabalho, sendo 
os resultados numéricos obtidos confrontados com valores 
medidos. 
E>:emplo VI. 1 - An;;,lise T.:;rmica em Regime Transiente 
Um vaso de pressão cilindrico, fabricado de aço AISI 
1010, inicialmente a 20" C, é submetido a um fluxo de calor. 
As dimensões da seção transversal do vaso encontram-se 
indicadas na figura <VI.1al, enquanto a figura (VI. lb) 
repreenta o modelo utilizado na análise. 
São utilizados 4 elementos triangulares a,:issimétricos, 
sendo as propriedades do material dadas por: 
Massa especifica= 7823 Kg/ 
3 
m 
Calor especifico= 434 J / l<g l< 
Condutividade térmica= 64 W /m l< 
As condições de contorno aplicadas são as seguintes: 
2 
lado 2-3 - fluxo de calor prescrito = 6 l<W / m 
.. 93. 
ai DIMENSÕES DA SEClO ANALIZADA b) MODtLO EMPREGADO 
FIG.VI.! - MODÊLO DO VASO ANALIZADO 
Tabela VI.1 - Resultados do Exemplo VI.1 
N6 l Valor Previsto 1 ATEPF -· 
1 2()., úú 20.,00 
-
2 26.,43 21:J: 42 
3 26 .. 26 26.46 
- ·-
4 20,,, Oü 20 .. 00 
5 21 .. 79 21.81 
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lado 3-4 - troca de calor por convecção - h = 6 W / m2 K 
T = 20° C 
o 
lado 4-1 - temperatura prescrita - T = 20° C. 
9 
O objetivo deste exemplo é realizar análise em regime 
transiente, empregando várias condições de contorno. Os 
resultados obtidos são comparados com os fornecidos oela refe-
rência [1J, decorridos 300s do inlicio da análise. A tabela 
VI.1 indica os resultados obtidos. 
E>:emplo V.2 - An.;.lise Linear El.;.stica com Carregamento T,;,rmico 
A estrutura representada na figura VI.2 é submetida a 
uma variação de temperatura de +100° C. Devido às restrições à 
expansão na direção horizontal (X), são geradas tensões nesta 
direção, enquanto há um deslocamento na direção vertical (Z). 
A mesma configuração é simulada com dois elementos 
retangulares, para estado plano de tensão e deformação, e 
considerando a estrutura como axissimétrica. As propriedades 
do material empregado na análise para EPT encontram-se 
indicadas na fig. VI.2, enquanto que para as demais foram 
empregados os seguinte valores: 
Módulo de Elasticidade Longitudinal= 1.0 MPa 
Coeficiente de Poisson = 0.25 










o(• 0,6!5 X 10-!5 mm/mm 
V• 0,2!5 
.bT • IOOºC 
FIG.Vl.2- ESTRUTURA SUBMETIDA A CARREGAMENTO TERMICO 
Tabela VI.2 - Resultados do Exemplo VI.2 
J:---- [ Tipo de 1 t Parâmetro COSMOS ATEPF e emen 
1-----·--- --
- -
Uz 108.33 108 .. 33 
E.P.D. 
9)~}: -26.0c,Oú -260.00 
Uz 125., (1() 125 .. 00 
E.P.T. 
S>:>: -100.00 -100.00 
Uz 166.67 166.67 
AXIS. 
S>:x -133 .. 33 -133 ... 33 
.96. 
Os resultados obtidos são comparados com o programa 
COSMOS, e apresentados na tabela <VI.2). 
Um aspecto interessante neste exemplo diz respeito ao 
tempo de execução. Por ser um programa tipo "multi-purpose"• o 
COSMOS opera carregando e descarregando módulos na RAM; mesmo 
para um exemplo simples como este são utilizados 4 módulos 
após ser fornecido o arquivo de dados. 
total para cada um destes e>:emplos 
O tempo de e>:ecução 
foi de cerca de 180 
segundos, enquanto que o ATEPF gastou apenas 5 segundos. 
E,:emplo VI.3 - An;,lise Elasto-pl;,stica Considerando Carre-
gamento Bi-a>:ial 
Um elemento de estado plano de tensões foi submetido a 
um carregamento bi-a>:ial proporcional e sempre crescente. A 
fig. (VI.3) ilustra as condições de contorno, as propriedades 
mecânicas do material e o histórico de carregamento. Neste 
modelo não são considerados efeito térmicos. 
O objetivo deste e>:emplo é verificar o comportamento do 
programa em análise isotérmica, com comportamento elasto-plás-
tico. verificando se ocorre algum tipo de instabilidade. Os 
resultados obtidos. para tensão cizalhante, 
tabelados para diferentes instantes de tempo. 
encontram-se 
Conforme pode ser visto na tabela (VI.3), esta tensão 
foi sempre próxima ou igual a zero, não havendo indicios de 










ESPESSURA: 0,1 mm 
E• 30XI06 N/mm2 
V• 0,3 
ET • 30><104 N/mm2 
'fy• 30XI03N/mm2 
33.96 X 105 
22,91 X 105 
10 1000 TEMPO 
l!SCOAMINTO INICIAL ( b) 
FIG.Vl.3-ELEMENTO EM ESTADO PLANO DE TENSÕES COM TENSÕES 
SI-AXIAIS PRESCRITAS 
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Tabela VI.3 - Resultados do E>:emplo IV.3 
. 
1 
Tempo At = 0.1 At = LO At = 10. 
- --





1 o- ....... 
~ _7 
20. o.o 10-..:. 10 __ .. 
-· ·- -· 
30 .. l(l-3 
-~ l(l - 0.(l 
-
1 (l(l. - o.o o. o 
30(},, - -
__ .. ') 
10 ,t.. 
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horas. Além disto, o :':\ngulo (/J, que representa o ;ingulo entre a 
direção Reda maior tensão principal, não se alterou durante 
a análise, caracterizando o bom comportamento das rotinas de 
cálculo. 
E>:emplo VI.4 - An.;.lise Termo-elasto-01.::.stica çgm_ Variaç:SÍo de 
Temperatura~ Tensão Uni-axial 
Um elemento de estado plano de tensões foi submetido a 
temperatura e tensão uniaxial variáveis ao longo do tempo. A 
figura (VI.4} mostra o elemento com suas condições de contorno 
e o histórico de temperatura e tensão ao longo do tempo. Neste 
e>:emplo não se considera fluência do material. 
As propriedades do material dependem da temperatura e 
são dadas abaixo. Considera-se que há uma variação linear de 
todas as propriedades entre a fai>:a de temperatura especifica-
da abai :xo: 
70°C 11C>0°C 
E ( MPa } 30 22 
V 0.3 0.3 
E ( MPa } 0.3 C>.22 p 
a ( KPa ) 26 9 
y 
o 5 10-" 6 10-" °' (m/m/ C} X " 
O objetivo deste e>:emplo é verificar o comportamento 
para encruamento isotrópico, considerando a correção no cá.leu·-
.100. 
lo do comportamento tensão-deformação para comportamento 
termo-elasto-plástico. Além disto, verifica-se se o programa 
calcula corretamente descarregamento seguido de re-escoamento 
sob carregamento inverso. 
A figura <VI.5) representa os resultados calculados, 
comparados aos fornecidos em [22]. Os resultados são plotados 
para dois valores distintos do expoente n ( n = 10 e n = 25). 
N<:>ta-se que há diferenças entre os valores calculados 
e esperados, e que estas são fortemente influenciadas pelo 
e~poente 11 n 11 Este resultado já era esperado, tendo em vista 
a diferença nas formulações dos dois programas. 
De uma maneira geral• nota-se a concordância no com·-
portamento da curva solução, ressalvada a diferença de formu-
lação para o comportamento plástico empregada no programa. 
Exemplo VI.5 - An~lise de Flu~ncia Com Tensão Con~tante 
Um elemento de estado plano de tensões foi submetido a 
uma tensão trativa uniaxial de 1000 Pa na direção R. o 
elemento e suas condições de contorno encontram-se mostrados 
na figura (Vl.6). Não são considerados efeitos de plasticidade 
e térmicos neste exemplo. 
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E = 30 MPa 
V = 0.3 
= 6.4 * 10-
111 4.4 t ( m/m/hl 8 Ct 
e 
O objetivo deste exemplo foi verificar o comportamento 
das rotinas de fluência, quanto a precisão e estabilidade do 
algoritmo. Deve-se notar que a não consideração de efeitos 
térmicos implica na necessidade de anularmos o termo relativo 
à influência da temperatura na equação (:[V.2). 
Os resultados obtidos encontram-se mostrados na fig. 
(VI.7). Nota-se a boa concordância entre os valores calculados 
e esperados, destacando-se a correção do intervalo de tempo 
por rotinas internas, que impedem que haja instabilidade. 
Exemplo VI.6 - Análise Elac.to-plástica de um Cilindro Q.ê. 
Paredes Espessas 
Um vaso de pressão cilíndrico de paredes espessas é 
submetido a carregamento de pressão interna variável ao longo 
do tempo, provocando tensões acima de seu limite de escoamen-
to. O modelo empregado na análise é constituído por 16 elemen-
tos axissimétricos, e encontra-se mostrado na fig. (VI.7.) • 
. • 
O material do cilindro é considerado elástico-perfeitamente 
plástico, e obedece ao critério de Von Mises. A variação da 
pr·essão interna ao longo do tempo encontra-se mostrada na figura 
(VI. 8). 
Nas fig. (VI.9a,b e c) estão representadas as tensões ao 
• 104. 
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FIG. VI. 7 - RESULTADO DA ANÁLISE DE FLUÊNCIA 
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longo da parede do cilindro para a pressão de 12.5 MPa. 
Nota-se a e>:cel ente concordância com os resultados esperados. 
Exemplo VI.7 - An_;;lise de Fluencia de um Cilindro de Paredes 
Espessas 
O cilindro de paredes espessas, cujo modelo está 
ilustrado na figura VI .10, foi submetido a uma pressão interna 
fixa de 365 MPa. Realiza-se então análise de fluência do 
mesmo, com o objetivo de observar a variação da tensão equiva-
lente ao longo do tempo. 
A equação de fluência que governa o comportamento do 
material é dada por: 
e 
& = 6.4 * 10-18 *a'·'* t 
Na figura VI.11 estão indicados os valores calculados 
para as tensêSes efetivas nas superfícies interna e e>:terna do 
cilindro. Conforme pode ser visto, obteve-se perfeita concor-
dância com os resultados esperados. 
Com respeito a este exemplo, deve ser destacada a impor-
tância das rotinas internas de cálculo do intervalo de tempo 
máximo para análise de fluência. Uma vez que a tensão varia 
com o tempo, e o intervalo de integração com a tensão, o uso 
deste tipo de rotina permite obter o máximo de velocidade de 
integração, enquanto assegura que não haverá problemas de 
instabilidade. 
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Exemplo VI.8 - Anali<se dos Acumuladores de 2000 Litros 
Este exemplo baseia-se num caso real de trabalho do 
autor, e diz respeito a um conjunto de cinco vasos de pressão 
de 2000 litros, cuja pressão de trabalho é'de 220 atm, e que 
operam a cerca de 30 anos em indústria siderúrgica nacional. 
Devido ao tempo de operação, através de um processo 
erosivo-corrosivo., houve reduç~o da espessura de parede do 
vaso abaixo do valor nominal de projeto, o que torna crítica a 
continuidade de sua operação. Segundo uma seguradora america-
na, especialista em riscos industriais, o efeito de um aciden-
te com um destes vasos equivaleria a uma carga de 110 Kg de 
TNT. 
O processo de análise baseou-se na medição da espessura 
real da parede e realização de teste hidrostático instrumenta-
do com strain-gages, de forma a monitorar o comportamento e 
evitar acidentes. Objetivando aumentar a segurança das medi -
ções; realizou-se análise preliminar., utilizando o programa 
ATEPF. 
Nesta análise foram considerados incrementas de pressão 
interna equivalentes aos que seriam aplicados durante o teste, 
agindo no modelo mostrado na figura (V!.8). 
Os valores de deformação calculados são 
medidos, conforme mostrado na tabela (VI.4). 





Uma vez que as tensões criticas em um vaso encontram-se 
na superficie interna, onde ocorre estado tri-axial de 
tensões, o modelo foi também utilizado para prever as tensões 
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nesta superfície, tornando a análise mais completa e segura. 
·rABEt_A VI.4 -- Resultados do Exemplo VI.8 
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CAPÍTULO VII CONCLUSÃO 
O resultado deste trabalho foi o desenvolvimento e 
implementaçã'.o em micro-computador de um programa de elementos 
finitos para análise termo-elasto-plástica, 
eia .. 
incluindo f l uên--
Neste programa foi dada ênfase especial à troca de calor 
por ,-adiaçã'.o, utilizando-se rotinas próprias para cálculo do 
fator de forma entre superfícies finitas, 
térmicas em regime permanente e transiente. 
realizando análises 
Ao 1 ongo deste desenvolvimento procLtr·ou-se abordar os 
aspectos relativos a este processo, englobando a apresentaçã'.o 
das equações constitutivas, métodos numéricos, 
putacionais e verificação do programa. 
esquemas com-
As equações constitutivas sã'.o as obtidas a partir da 
teoria clássica de incrementos para análise plást.ic:a e de 
fluência. Foram empregadas equações desenvolvidas especial-
mente para considerar estado multi-a~ial de tensões e 
transição do regime elástico para o plástico. Embora estas nã'.o 
possam ser aplicadas a todas as situações, limitando-se aos 
ma·teriais que atendem a teoria de Von Mises, per mi tem que 
haja reduçã'.o no esforço computacional, dada sua simplicidade, 
além de facilitarem a análise dos resultados obtidos. 
Os met6dos numéricos empregados foram selecionados obje-
tivando simplicidade de implementação e eficiência, sendo 
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comumente usados em outros programas de elementos finitos .. Fo-
ram introduzidas rotinas que facilitam o trabalho do usuá-
rio, como a verificação do má>:imo intervalo de tempo para 
análise de fluência. Estas rotinas visam atender à filo-
sofia básica de desenvolvimento do código: minimizar a possi-
bilidade de erro por parte do usuário, reduzindo o grau de 
especializaç~o e conhecimento necessário para utilizá-lo 
corretamente. 
Para que o programa possa ser utilizando em casos 
práticos, é necessario testá-lo e avaliá-lo. Este processo 
envolve os conceitos de verificação, qualificação e nível de 
confiança, já discutidos no Capitulo VI. Deve-se destacar 
que um programa relativamente grande, como é o caso do ATEPF, 
não pode ser verificado no sentido absoluto do conceito, e 
que o nivel de confiança tende a aumentar com a sua utili·· 
zaçãb futura, se bem sucedida. 
Ao longo deste trabalho foram apresentados vários 
exemplos numéricos., de forma a verificar a precis~o e carac-
teristicas operacionais do programa. Procurou-se abordar as 
diferentes facetas do ATEPF, obtendo-se, de uma forma 
resumida, os seguintes resultados: 
* as rotinas de cálculo do fator de fm·ma foram testados 
contra resultados teóricos, sendo o erro médio encontrado 
2 inferior a lO'l. ( para A/R = 1.0), o que comprova seu bom 
funcionamento; 
* os resultados das análises térmicas mostraram a fle>:ibili-
dade do programa para este tipo de análise, obtendo-se 
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e>:cel entes resultados; 
* os e>:emplos de análise linear elástica mostraram perfeita 
concordância com os obtidos através do programa COSMOS [23) 
e com os provenientes de medições reais. Estes resultados 
demonstram o acerto na escolha do esquema de integração, que 
permitiu a restrição do uso de dupla precisão a algumas 
subrotinas; 
* os resultados das análises elasto-plástica e termo-elasto-
-plástica mostraram boa concordância com o programa ADINA 
[22J. Eventuais diferenças encontradas podem ser atribuídas 
ao processo de cálculo da rigidez e à diferença entre os 
computadores empregados; 
* os e>:emplos para análise de fluência permitiram constatar 
a necessidade de rotinas internas para cálculo do intervalo 
de integração. Desta forma, obteve-se excelentes resultados 
para os e>:emplos apresentados, 
de tempo de e>:ecução. 
com o má>:imo de otimização 
POTENCIAIS USOS PRÁTICOS 
O objetivo básico do desenvolvimento deste programa é 
obter uma ferramenta útil para engenheiros, conciliando 
abrangência, precisão nos resultados, praticidade, aplicabi-
lidade e redução de custos. Ao se iniciar este trabalho, já se 
tinha conhecimento de problemas reais a serem resolvidos para 
os quais nâ'.o havia código similar e/ou os que existiam eram 
por demais comple>:os, ou onerosos, ou pouco práticos ou combi-
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nação destas caracterlsticas. 
Comenta-se brevemente a seguir três destes problemas, que 
representam casos reais já solucionados. 
Problema 1. -- Pr™ de Forja 
Uma prensa hidráulica de forja de 800 toneladas de for·ça, 
empregada na indústria siderúrgica'f possui um cabeçote mos-
trado na figura VII.1. Este é uma estrutura fundida de aço, 
com paredes de cerca de 5 polegadas de espessura.,. responsável 
pelo forjamento do material de trabalho. 
Este cabecote é impactado contra o material atravás de 4 
colunas.,. conforme mostrado na figura '-)IJ .. 2. O material era 
constituldo originalmente por tarugos de até 2400 Kg, que 
estavam a cerca de llC>O graus centigrados, e depois alterado 
para tarugos de até 12000 Kg, à mesma temperatura. 
Decorridos cerca de 5 meses desta modificação operacional, 
surgiram trincas passantes no cabeçote que, após 
reparadas, tornaram a ocorrer, praticamente condenando o equi-
pamento face às novas condições de trabalho. 
A fim de tentar salvar o equipamento foi realizada 
análise, da qual este autor participou, através de modelo em 
elementos finitos e medições de tensão "IN LOCO", 
strain gages elétt-icos para alta temperatura. 
utilizando 
O modelo em elementos finitos foi rodado no programa 
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GIFTS, conforme descrito em [33], considerando apenas o 
carregamento mecânico. Neste modelo não foi considerado o 
efeito do fluxo de calor trocado por radiação com o tarugo, 
pois, conforme mostra a figura VII.2, a posição relativa entre 
as superfícies implica em aquecimento diferenciado ao longo do 
cabeçote, o que e>:igiria o cálculo do fator de forma entre as 
superfícies. O programa usado não permite que este tipo de 
cálculo seja feito. 
O resultado das medições permitiu constatar os seguintes 
fatos: 
i) com o tarugo a frio, ou seja 7 à temperatura ambiente, 
foram medidos valores bem pró>:imos aos calculados pelo mode-
lo; 
i i) com o tarugo à temperatura normal de trabalho, 
medidas tensões significativamente diferentes das calculadas 
e medidas a frio, suficientes para causar fadiga do material. 
Estas tensões, que aumentavam significativamente quando ope-
rava-se com o tarugo de 12000 Kg, eram as responsáveis pelo 
surgimento das trincas e não podiam ser calculadas atr·avés 
do modelo. Consequentemente não era viável empregar o méto-
do dos elementos finitos para analizar eventuais soluções. 
Embora houvesse programas que permitissem o cálculo do 
flt.o:o de calor por radiação, o grau de comple>:idade de mode-
lação, tamanho da malha e custo de execução tornava-os proibi-
tivos. Foi utilizado outro processo de, cálculo, que permitiu 
que o problema fosse resolvido, ainda que de forma conservati-
va. 
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O programa ATEPF permitiria realizar estes cálculos de 
maneira simples e rápida, com custo muito reduzido. Este exem-
plo real ilustra um caso típico de utilização do programa, 
onde as outras opções sao mínimas, e que pode ser extendido a 
outros equipamentos e estruturas, sujeitos a condições 
semelhantes. 
A 
Problema~ - Processo de Tempera em Linha 
Foi desenvolvido recentemente um processo de têmpera em 
linha de laminação de aços para construção civil. Desta forma 
é possível obter produtos (vergalhões e arames} com a camada 
e>:terna temperada, enquanto o núcleo permanece dúti 1, resul-
tando em materiais de alta resistência mecânica e tenacidade 
elevada, dispensando a adição de elementos de liga e reduzin-
do o custo de fabricação. 
A dificuldade deste processo é a determinação da veloci-
dade de laminação que, juntamente com a vazão de água de 
resfriamento, é a responsável pela velocidade de troca de 
calor. Estes parâmetros permitem controlar a espessura da 
camada temperada, evitando fragilizar o material e, simulta-
neamente, garantindo um valor mínimo de resistência mecânica. 
Uma vez que a têmpera é realizada durante o processo de 
laminação, o método de cálculo deve permitir análise transien-
te não-linear. O ATEPF mostra-se indicado para análises deste 
tipo, uma vez que permite considerar a variação dos coeficien-
tes de troca de calor ao longo do tempo, de forma não-linear, 
permitindo a realização da simulação de condições pr6>:imas a 
da linha de laminação. 
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Problema~ "Ratchetinq" em Vaso de Coque 
Um vaso de coque de forma cilJ.ndrica operando em 
indústria nacional é submetido a ciclos de aquecimento e 
resfriamento durante sua operação normal. Este vaso apoia-se 
em uma saia também cilindrica, instalada na região de transi-
ção entre o tampo e o corpo do vaso. 
Esta saia deforma-se plasticamente em cada ciclo 
operacional~ devido ao processo brusco de resfriamento neces-
sário à fabricação do produto. 
Esta deformação permanente acumula-se a cada ciclo opera-
cional, levando à remoção da saia antes que esta falhe por 
flambagem. 1:: um caso tJ.pico de análise termo-elasto-plástica, 
não-1 i near, onde o aspecto térmico e>:erce importante papel. 
O ATEPF poderia ser utilizado na análise deste problema, 
uma vez que abrange todos os fenômenos envolvidos., e>:ceto o de 
flambagem. 
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
Para facilitar o trabalho de análise por parte do usuá-
rio, é necessário introduzir recursos gráficos e tornar a 
entrada de dados mais interativa. Além disto, 
sua capacidade de modelação, deve-se ampliar 
de elementos e otimizar a utilização de memória. 
par a aumentar 
a biblioteca 
Estas providencias são, embora trabalhosas, relativamente 
fáceis de serem implementadas, uma vez que encontram-se dis-
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poniveis na literatura rotinas para os elementos, e o progra-
ma foi concebido de forma modular. Há outros aspectos que 
devem ser desenvolvidos para torná-lo mais abrangente, que 
requerem bem mais trabalho e tempo. 
Para que se possa representar realmente o comportamento 
de uma estrutura ou equipamento., é necessário que o pt-ograma 
contenha outras caracteristicas dos materiais reais .. Os as-
pectos térmicos, linear e plástico estão, de uma maneira geral, 
bem representados no código atual; entretanto há uma lacuna 
quanto aos tipos de falha, que deveriam considerar fratura 
por propagação de trincas e fadiga do material. 
Estas devem ser as principais etapas a serem desenvolvi-
das: acrescentar rotinas que permitam avaliar o material 
quanto à fadiga e ao risco de propagação de trincas. Conside-
rando o que_ já foi realizado, estas rotinas irll'.o interagir com 
as implantadas, buscando cobrir o espectro de comportamento 
estático dos materiais mais comuns encontrados na indústria. 
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APENDICE A 
ALGUNS ASPECTOS SOBRE TROCA DE CALOR POR RADIACÃO 
Lei de Stefan-Boltzman 
A distribuição espectral da intensidade de radiação foi 
determinada por Planck [4,6), para um corpo emissor perfeito, 
denominado corpo negro. A partir desta determinação foi 
possl vel representar a energia emiti da (Eb) , por unidade de 
tempo, por unidade de área, para cada comprimento de onda Od, 
considerando um corpo negro, conforme a equação: 
E,,,X (X,T} = 
À" [ exp( C2 > _ 1 J ), T 
(A. 1) 
onde C1 e C2 são constantes. 
Para determinar qual a energia emitida (Eb) por todo o 
espectro é necessário integrar a equação A.1 para todos os 
comprimentos de onda, obtendo-se: 
Eb,À (Ã,T) = [º ____ c_'---~C~-2-----
'5 [ e'"p( l - 1 l 
,._ h ÃT. 
(A.2) 
Realizando-se esta integração obtem-se, 
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(A .. 3) 
onde a é uma constante e T é a temperatura da 
superficie. em ~'.el vin. 
A equação (A.3) é conhecida como Lei de Stefan-Boltzman, 
e a constante a é conhecida como constante de Stefan-Boltzman 
e seu valor numérico é de a = 5,670 W/m2 .K4 • 
Esta equação, de aspecto simples, é 
importante no cálculo da emissão de energia, 
extremamente 
pois permite 
calcular a energia total emitida por um corpo negro, em todas 
as direç~es, apenas conhecendo-se a temperatura da superfície. 
Emi .,..,.i vi d ade 
Entretando. a equação <A.3) não pode ser aplicada às 
uma vez que superficies normalmente encontradas, 
desenvolvida para um corpo negro, que, por definição, 
foi 
é um 
emissor perfeito, enquanto que as superficies reais apresentam 
alguns tipos de imperfeições. Para que se possa utilizá-la é 
necessário definir um parâmetro que permita comparar a 
superficie real com a do corpo negro. 
Este parâmetro. no caso da emissão por radiação, é 
chamado de emissividade, e é admensional. No caso de 
superficies receptoras., o parâmetro uti 1 izado é a 
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absortividade. Uma vez que a emissividade é numericamente 
igual à absortividade, ao longo deste trabalho será utilizado 
apenas o termo emissividade, englobando tanto superfícies que 
emitem como às que recebem. 
Embora a emissividade seja uma característica de cada 
superfície, ela é também função do comprimento de onda e da 
temperatura. Para fins de uso prático em engenharia, define-se 
a emissividade total (s(T)l como sendo a razão entre as 
energias total emitida em todos os comprimentos de onda para a 
superfície real e a negra~ Portanto: 
& (Tl = E (Tl 
A equação <A. 3) torna-se então: 
.. = s(Tl O' T 
Determinação do Fator de Forma 
(A.4) 
(A. 5) 
O fator de forma na radiação, conforme definido na 
equação <II.8>, no capitulo II, representa o quanto da energia 
emitida por uma superfície atinge outra, em relação à energia 
total emitida. Na sua determinação é necessário considerar as 
características geométricas das supefícies envolvidas, 
orientação relativa entre elas. 
e a 
Para desenvolver um expressão geral para esta grandeza, 
IIAj \ dAj Cos8J 
R Aj, Tj 
AI, Ti 
1 a l (b) 
Fl6.A.I 
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consideramos as superficies 1 e 2 de orientação quaisquer,. 
indicadas na figura (A.la), onde, 
Ai.,Aj = área das superfícies 1 e 2 respectivamente 
R = comprimento do segmento de reta que une os 
elementos dAi e dAj 
dAi..,dAj = áreas elementares das superfícies 1 e 2 
= vetores normais às áreas elementares dAi e dAj 
(..,""i., oj = ângulo entre os vetores normais e- o segmento de 
reta 
O fator de forma entt-e dAi e dAj é calculado entre as 
projeções das áreas elementares na direção transversal ao 
segmento de reta R, conforme representado na fig (A.1.b), para 
a área dAj. Tendo em vista que a intensidade de radiação se 
distribuiu ao longo de todo o hemisfério superior 
superfície, os fatores de forma entre as superficies 1 
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Das equações (A.6) torna-se evidente que: 
F 
tj 
A ~ F A 




EFEITO DE SUPERFICIES INTERMEDIÁRIAS NO CÁLCULO DO 
FATOR DE FORMA 
O Algoritmo FATFOR, apresentado no item (II.4.2),permite 
conside,-a o efeito de elementos que bloqueem o flm:o de calor 
entre as superfic.íes de interesse .. Estes elementos podem ser-
corpos e):ter-nos ou protuberâncias das supeficies e serão 
referidos como elementos de sombra ao longo deste trabalho. 
Na figura B.1 encontra-se representada a situação de 
sombreamento,. 
O vetor S i,j,k, que está no plano do elemento de sombra 
~ 
é calculado, conforme pode ser visto na fig (B.1.6), por, 
S ,,j,k = e R j,k B j,i (B. 1) 
onde: 
S i.,j,k = vetor que une o ponto médio do i-ésímo ele-
mento do corpo de sombra, ao ponto onde R j,k in-
~ 
tercepta o plano deste elemento. 
R i,j,k = vetor que une o j-ésimo elemento da superf.icie .• 
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B -'•' = vetor que une o j-ésimo elemento da superficie 1 
~ 
(A 1,j) ao i-ésimo elemento do corpo de sombra (As,i). 
e = é um escalar que permite localizar o plano de t~s.i em 
termos de R j,k 
O valor- de e é calculado usando o fato que o vetor 
Si,j,k é perpendicular- ao vetor normal de As,i. Portanto: 
~ 
fo,j,k ....+'S,i = O <B .. 2) 
Onde .Ks,i = vetor normal à superficie, 
c R.i,k JY's,i B.i,i .Ks,i = o \B .. 3) 




c = (B.4) Ri,k . .Ks,i 
~ ~ 
O elemento A2,k estará bloqueado para o elemento A1,j, 
pelo elemento i-ésimo de sombra se ambos os seguintes 
critérios forem atendidos: 
ú.ü < e <1.0 <B.5l 
Si,j,k Si,j,k S As. i rn. 6> 
onde As,i = área do i-ésimo elemento do corpo de sombra .. 
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APENDICE C 
RESULTADOS OBTIDOS COM O ALGORITMO FATFOR 
Para verificação da validade do algoritmo FATFOR, o 
mesmo foi confrontado com os resultados teóricos obtidos para 
várias geometrias simples, disponlveis na li ter atura 
[3,4,5,7]. Serão apresentados aqui os resultados para duas 
destas configurações, mostradas nas figuras (C.1) e (C.2). 
A figura (C. 1) ilustra a situação de superfícies 
retangulares par-alelas, de mesmas dimensões. Esta configura-
ção foi escolhida por ser a mais favorável ao algoritmo, que 
foi desenvolvido a partir de uma situação inicial semelhante a 
esta. Os resultados obtidos encontram-se nas tabelas (C.1) a 
(C.6), para diferentes valores de 
superfícies e de refinamento da malha. 
distância 
A figura <C.2) ilustra a situação de 
entre as 
superfícies 
retangulares perpendiculares, de mesmas dimensões, unidas por 
um lado comum. Foi escolhida por ser a mais desfavorável ao 
algoritmo, uma ve2 que representa o oposto à configuração 
anterior. Os resultados são apresentados nas tabelas (C.7) a 
(C.13). 
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FIG. C.1- RETÃNGULOS PARALELOS 
FIG. C.2 - RETÃNGULOS PERPENDICULARES 
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DESCRICÃO DAS SUBROTINAS 
Neste apêndice descreve-se, de forma resumida, a função 
de cada urna das subrotinas que constituem o programa ATEPF. 
Desta forma tem-se: 
NAIN - representa o programa principal, e chama as princi-
pais subrotinas de cada tipo de análise. 
Bloco I - Entrada de Dados 
NESH lê as caracteristicas geométricas e de carregamento 
mecânico da estrutura; 
PRPRTY - lê as propriedades de cada material, para um 
má:Himo de cinco condições de temperatura e ta>~a de 
deformação. 
Bloco II - Anális~ T~rmica 
,. 
ADCON - constroi as matrizes de condutividade e capacidade 
térmica para cada elemento; 
BACKS - calcula a retro-substituição para cálculo dos 
incrernentos de temperatura; 
BANTIN - multiplica uma matriz banda por um vetor; 
CONDUC - calcula a conduvidade e capacidade térmica de cada 
elemento; 
.144. 
FLOTEM - calcula as propriedades térmicas em função da tem-
per atura; 
FLOW - calcula os flm:os de calor na fronteira e as 
Lúi1rii ções de temperatura prescrita; 
HETDAT - lê dados térmicos e condições de contorno; 
SOLVE - monta e resolve o sistema de equações térmicas; 
THERM - gerencia a análise térmica; 
TRIA - triangulariza a matriz de condutividade equivalente; 
RAD1 - gerencia o cálculo do fator de forma; 
RAD2 - lê e a..--mazena os dados da estrutura secundária; 
RAD3 - calcula as áreas e os vetores normal e posição de 
cada elemento; 
FATFOR - calcula o fator de forma 
Bloco III - An~lise Mecanica 
BANSOL - resolve o sistema de equacoes em banda, calculando 
os incrementas de deslocamento usando eliminacao 
gaussiana; 






constitutiva e o novo valor da tensao de escoamen-
to, para encruamento isotrópico; 




CSUBE - calcula a matriz tensão-deformação elástica; 
CSIJBEP - calcula a matriz tensão-deformação elasto-plásti-
capara encruamento isotr6pico; 
INTER - calcula numericamente a matriz de rigidez dos 
elementos; 
KINSLO - calcula a matriz tensão-deformação elasto-plástica 
para encruamento cinemático; 
KITENS - calcula o desviat6rio de tensões e deformações, e 
o tensor transladado" para encruamento cinemático; 
KNCONS - equivale ao CONSET, para encruamento cinemático; 
KNQUAD - avalia a equação constitutiva, matriz de rigidez 
e relação tensão-deformação para encruamento 
cinemático; 
MATDEL - calcula as tensões a partir da deformação efetiva; 
MODIFY - altera as matrizes de rigidez e de carregamento, 
em função da condições de contorno; 
NTRPLT - calcula as propriedades mecânicas, em função da 
QIJAD -
temperatura e ta>:a de deformação do elemento; 
gerencia várias subrotinas., calculando as matrizes 
de rigidez e tensão-deformação para cada elemento; 
STIFF - monta a matriz de rigidez global e o vetor de cargas 
STRESS - calcula as deformações e tensões, utilizando 
outras subrotinas; checa se há escoamento e calcula 
o parâmetro de carregamento/descarregamento; 
.146. 
SYMINV - inverte a matriz tensão-deformação elástica; 
TRISTF - calcL1la a rigidez equivalente do material, consi--
derando estado multi -a:d al de tensões. 
!')lgco IV - Analise de Fluencia 
CREEP ~erencia a análise de fluência; 
DEPC1 - calcula a deformação por fluência; 
FUCR - calcula a equação de Norton 
PCREEP - calcula as cargas nodais devido a fluência. 
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APENDICE E 
MANUAL DO PROGRAMA ATEPF 
E.1 - INTRODUÇÃO 
O programa ATEPF foi desenvolvido para permitir a 
reali:aação dos seguintes tipos de análise: 
(1) Análise estática de tensões nos regimes elástico e 
plástico; 
(2) Análise de transferência de calor nos regimes tran-
sien_te e_ permanente; 
(3} Análise de Fluência; 
{4} Combinação dos casos acima. 
E.2 - ENTRADA DE DADOS 
LINHA VARIÁVEIS FORMAT 
( 1) HED ••....•...••••.•.••.•.•••.....••.•.••• 18A4 
(2) NUMMAT, NRMAX, NPP, NOLODS, JOBTYP ~ Q .... "' .... 515, E1(i,. O 
.148. 
(3) IOPRNT, 10PRSP, IOGEOH, IOREVL, KINHAR •••• 5I5 
(4) Opcional, apenas para fiu~ncia 
COEF, Ef4C, ACTQ, RCONT, DTOO, T11, T12 •••• 7E10.0 
(5) Opcional, apenas para IOPRSP = 1 
IPSNDD, IPSELR, IPSELS ••••••••••••••••••••• 3I5 
(6) As linhas (6) a (18) não devem ser utilizadas para análise 
térmica apenas ( JOBTYP = 1 ou 2) 
MTYPE, NUMTC, NUMSTRC, DENSTY ••••••••••••••• 3I5, ElC>.(> 
(7) Temperaturas (T1 a T5l •••••••••••••••••••••• 5E10.ú 
(8) Módulo de Elasticidade Long. (E1 a E5l. ••••• 5E10.0 
í9} Coef. de Poi sson ívl a v5} •••••••••••••••••• 5E10. O 
(10) Módulo de Elast. Transversal íGl a 65) ••••• 5E10.0 
01} Coef. de E>:pansão Térmica (c,1 a c,5) •••••••• 5E10.0 
<12) Tensão de Escoamento Inicial (o l a a 5) •.• 5E10.0 
y y 
( 13) Tensão de Ruptura (a 1 a a 5) ••••.••••••••• 5E10.0 
r· r 
(14) Módulo Plástico IE 1 a E 5) ••••.•••••••••• 5E10.0 
p p 
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(15) E>:poente Tensão-Def. (nl a n5) •••••.••••••• 5E10.(1 
06) Tensão de interseção <a.t a a.5>. ••••••••• 5E10.(l 
O 7) Ta;: a de deformação (.~1 a ~5) ••••••••••.•••• 5E 10. O 
08) Repetir as linhas (7) a o (17) para outro e. 
(19) NREJUN,NNP12, NNP34, NNPR, NELR, NBC ••••••• 615 
(20) Utilizar para análise térmica apenas (JOBTYP = 1 ou 2) 
N, UN<il, UN(2), UN(3l, ITEMP •••••••••••• I5,3E10.0,I5 
i21} Utilizar para os outros tipos de análise 
N, UN(ll, UN(2), UN(3), ITEMP, UN(4l, 
UN(5), UN(6l, UNC ••••••••••• I5,3E10.0,I5,3E10.0,F2.0 
(22) MM, JX(1)~ JX(2), JX(3), JX\4}, JX(5) ...... 6I5 
(23) Utilizar somente para NBC não nulo 
IP(ll, IP(2) ••••••••••••••••••••••••.•••••• 2I5 
i24) NODPR, NELPR ••••.•••••.••••••.••.•••.•••••• 215 
(25) Utilizar somente para NODPR não nulo 
IDNDPR<NODPRl •••••••••••••••••••••••••••••• 15 
(26) Utilizar somente para NELPR não nulo 
JDELPR (NODPRl ••••••••••••••••••••••••.••••• 15 
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<27) DTIME(ITIME> ..... ,. .... ,. ......................... , ................ Elü .. ú 
(28) Utilizar as linhas (28} a (33} somente para análise 
térmica ( JOBTYP = 1 a 4, 52 e 53} 
HED2 ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 12A4 
!29) NMAT, NBCT, NTEM, NTIM, NTF •••••••••••••••• 515 
,30) MTYPE, XCON, CP, RO •••••••••••••••••••••••• I5, 3E10.0 
!31) TlFIJ,l) ••••••••••••••••••••••••••••••••••• 7E10.0 
132) 1BCT O) , JBCT IJ) , IDB O ,Kl , IDB !2,~:) , IDB !3,fO , 
lDBí4,~'.}, IDB15,~'.), IDB!6,K} ••••••••••••••• 815 
133) Utilizar somente para NTEM não nulo 
TFUN II ,J ,K) •••••••••••••••••••••••••••••••• 6E10. O 
(34) PRRR ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• E10.0 
135) IRADIA ••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 15 
(36) Utilizar as linhas 136) a (40} apenas para cálculo do 
Fator de Forma para radiação íIRADIA não nulo) 
NMNPTS, NUMEL •••••••••••••••••••••••••••••• 215 
(37) NM INUMEL) •••••••••••••••••••••••••••••••••• 15 
(38) NMPNOD, NELEM •••••••••••••••••••••••••••••• 2I5 
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(39) N, COORDX lNi , COORDY (Nl, COORDZ (Nl. •••••••• I5, 3E10. O 
(4(1) NM2, NS(l), NS(2), NS(3), NS(4), INV2 •••••• 615 
E.3 - DESCRIÇÃO DAS VARIÁVEIS 
HED - Título do problema (até 72 caracteres) 
NUMMAT - número de materiais que compoem a estrutura anlizada 
\ma>:.. de 5) 
NRMAX número de regiões da estrutura (max. de 10) 
NPP - tipo de elemento, = (1 p/ a):issimétrico 
NOLODS 
= 1 p/ estado plano de tensões 
=2 p/ estado plano de deformações 
número de passos (incrementos) de carga 
JOBTYP - tipo de análise,= (1 tensões apenas 
Q - temperatura de 
-- 1 térmica permanente) 
= 2 térmica < transiente) 
=3 1+(1) 
= 4 ( 2 + o } 
= 51 = ( 1) + fluência 
= 52 = (3) + fluência 
= 53 = (4) + fluência 
referência 
IOPRNT - controla a impressão 
= n => informações serão impressas a cada n-ésimo 
passo, a partir do passo n 
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IOPRSP - indicador de supressão de impressão 
= 1 => não impreme os parâmetros da linha (5) 
IOGEOM -- indica a geometria deformada 
= 1 => imprime as coordenadas deformadas 
IOREVL - modifica o sinal dos incrementos de pressão 
= 1 => inverte o sinal 
KINHAR - determina o tipo de encruamento = O isotrópico 
::=: 1 cinemático 
COEF -- coeficiente da eq. de Norton 
ENC - e>:poente da eqBação 
ACTQ - energia de ativação 
RCONT -- constante de Bol tzman 
DTOO ·- controle automático de tempo ( = 1) 
T11 - tempo inicial para fluência 
Tl2 - tempo final 
IPSNDD = 1 => suprime a impressão dos deslocamentos nodais 
IPSELR = 1 =} suprime a impressão das deformações 
IPSELS = 1 => suprime a impressão das tensões 
MTYPE núme,-o de identificação do material 
NUMTC número de condições de temperatBra para as quais as 
propriedades serão fornecidas (ma>:. de 5) 
NUMSTRC - número de condições de taxa de deformação para as 
quais as propriedades serão fornecidas (ma>:. de 5) 
DENSTY - massa espec.l.fica do material 
(Tl a T5) - valores de temperatura para os quais as proprie-
dades serão fornecidas 
,,, 153 .. 
íEl a E5) - valores do módulo de elasticidade para cada uma das 
temperatur-as acima fornecidas 
(v1 a v5> idem para coef. de Poisson 
(Gl a 65) idem para módulo de elasticidade transversal 
( c,1 a ct5} idem para coef. de e:,.;pansão térmica 
("' 1 a "' 5) - idem para tensão de escoamento y y 
("' 1 a O' 5) idem para tensão de ruptura 
r r 
<E 1 a E 5) idem para módulo plástico 
p p 
(nl a n5) - idem para e>:poente tensão-deformação 
\a 1 a a 5) -· idem para tensão de interseção 
k k 
(.â'.1 a ~5) - prescreve os valor-es de ta>:a de deformação par-a 
os quais serâ'.o for-necídas novas propriedades .. 
NREJUN - número da região 
NNP12 número de pontos nodais na fronteira 1-2 
NNP34 idem para fronteir·a 3-4 
NNPR número de pontos nodais da região 
NELR número de elementos da região 
NBC - número de faces de elementos submetidas a carregamento 
de pressão 








coordenada R do nó N 
coordenada Z do nó N 
temperatura nodal 
prescreve a temperatura nodal 
= O => temperatura não prescrita 
= n => ver linha (32) 
força ou deslocamento inicial na direção R 
força ou deslocamento inicial na direção Z 
espessura do elemento neste nó 
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UNC código para identificação de força ou deslocamento 
UNC UN(4l UN(5) 
(i força R força z 
1 deslocamento R força z 
,., força R deslocamento z ~ 
~ __ , deslocamento R deslocamento z 
MM - identificação do elemento 
JX(ll nó I do elemento MM 
JX<2) nó J do elemento MM 
JX (3) nó K do elemento MM 
JY.(4) 116 L do elemento MM 
JX \5.) tipo de material do elemento 
IP ( 1) nó I da face submetida a pr·essão 
IP(2) nó J da face submetida a pressão 
NODPR número de nós para os quais as informações 
impressas. 
=O=> serão impressas para todos os nós 
NELPR - idem NODPR para elementos 
=O=> serão impressas para todos os elementos 
serão 
IDNDPR(NODPR) identificação de cada um dos nós para os quais 
as informações serão impressas. 
IDELPR(NODPR) - identificação de cada um dos elementos para os 
quais as informações ser~o impressas. 




titulo da análise térmica 
númet-o de materis para análise térmica {ma>: .. de 5} 
número de elementos pat-a os quais serão fornecidas 
condições de transferência de calor na superficie. 
.. 155 .. 
NTEM - número de temperaturas para as quais serão definidas as 
propriedades termo-f1sicas dos materiais. 
NTIM - número de instantes de tempo para os quais serão 
definidas as funções transientes. 
NTF - número de funções transientes que serão fornecidas 
MTYPE - identificação do material 
XCON - condutividade térmica do material 
CP calor específico do material 
RO massa especifica do material 
TIF(J.,I) - matr-iz que especifica as funç~es transientes nos 
instantes de tempo especificados 
TIF(l,Il 
<J' I) 
instante de tempo - I =1, NTIM 
valor da função J no tempo i - J = 1, NTF 
IBCT (I) 
JBCT(J} 
nó Ida superf1cie especificada 
nó J da superficie especificada 
IDB( 1,K) identificação para temperatura do fluido e>:terno. 
IDB(2,K} -- identificação para coeficiente de transferência de 
calor por convecção natural. 
IDB(3,K) - identificação para coeficiente de transferência de 
calor por convecção forçada. 
IDB(4,K) 
1DB<5,K> 
identificação para coeficiente de radiação. 
identificação para e>:poente de transferência de 
calor por convecção natural ou forçada. 
IDB(6,K} - identificação para flu>:o de calor prescrito. 
I< = 1, NBCT 
TFUNiI,J,!O -- propriedades térmicas dependentes da temperatura 
K = 1 => condutividade térmica 
•--· - ..., :JC... - ,L. => calor especifica 
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I< - 7 _, =} massa especifica 
J = '> NMAT + 1 ( número de materiais ~. 
I = 1 • NTEM ( pontos de temperatura especificados) 
TFUN ( I, 1 ,fO - valores de t emper- atura,, 
PRRR incremento de pressão. 
IRADIA indice que determina o cálculo do fator de forma. 
NMNPTS fornece o número de pontos nodais da estrutura 
principal, que serão utilizados no cálculo do Fator 
de Forma. 
NUMEL - idem NMNPTS para elementos. 
NM(NUMEL) - identificador dos elementos que serão utilizados. 
NMPNOD - número de pontos nodais da estrutura secundária, que 
troca calor por radiação com a principal. 
NELEM - número de elementos da estrutura secundária. 




coordenada X do nó N. 
coordenada Y do nó N. 
coordenada Z do nó N. 





nó Ido elemento NM2. 
nó J do elemento NM2. 
n6 K do elemento NM2. 
nó L do elemento NM2. 
IN'./2 - parâmetro que permite a inversão das componentes do 
vetor normal ao plano da estrutura principal• de forma 
a permitir- que as estruturas interajam. 
= 1 => inverte o sinal da componente X. 
= 2 =::.- inverte o sinal da componente Y.,. 
= 3 => inverte o sinal da componente Z .. 
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= 4 => inverte o sinal da componente X e Y. 
= ~- => inverte o sinal da componente y e z. ~ 
= 6 => inverte o sinal da componente X e z. 
= 7 => inverte o sinal da componente X, y e z. 
E.4 - INFORMAÇÕES DA SAÍDA 
O ar-quivo de salda do ATEPF lista todas as infor-mações 
for-necidas a respeito das pr-opr-iedades do mater-ial, tipos de 
análise., coordenadas nodais~ conetividade e ca.--.--egamentos. 
Fornece., par-a cada nó especificado, os valores dos 
deslocamentos totais e por- incr-emento de tempo, e, par-a cada 
elemento, os valores de tensão e deformação calculados. 
Os formatos de sa1da são os seguintes: 
(I) Deslocamentos ~odais 
NO, CODIGO, COORD. R, COORD. Z, UR, UZ, TUR, TUZ 
onde: NO - número do nó 
CODIGO - valor de UNC fo.--necido 
UR incremento de deslocamento na direção R 
uz incremento de deslocamento na direção z 
TUR deslocamento total na direção R 
TUZ deslocamento total na direção z. 
.158. 
( I I) Ter,s;;es 
EL ICOORDENADAS I 
No. R Z 
********* TENSOES ***************** .. ·***** 
R Z T RZ MAX MIN ANG. SHEAR EFETIVA 
onde: EL No. - número do elemento 
R, Z - coordenadas do centróide do elemento, ponto para 
o qual as tensões são fornecidas 
R componente de tensão na direção R 
z componente de tensão na direção z 
T tensão tangencial 
MAX, MIN - tensões pr-incipais má,:ima e mínima 
ANGLE - ângulo ent.-e a dir-eção R e a máxima tensão 
principal, em gr-aus 
SHEAR - tensão cizalhante no plano R-Z 
EFETIVA - tensão equivalente. 
(III} Deformaç;;es 
EL No., RATS1, RATS2, EPSR, EPST, EPSRZ, EFFEPS, EPSDOT, ALF 
onde: EL No.- número do elemento 





>1 => ocorre deformação plástica. 
razão entre a tensão efetiva calculada e a tensão 
calculada a partir da deformação efetiva 
= 1 => total concordância 
deformação na direção R. 
deformação na direção z. 
.159. 
EPST - deformação na direção tangencial 




ta>:a de deformação 
ALF - deslocamento da superfície de escoamento no caso de 
encruamento cinemático 
